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Weiterhin möchte ich mich bei Dipl.-Inform. Martin Schäler und M. Sc. Alex-
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3.4 Übersicht eines Schnittebenenverfahren. . . . . . . . . . . . . . . 26

3.5 Das Branch-and-Price-Verfahren. . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.1 Raumaufteilung im 2-dimensionalen Raum mit vier Prototypen 33

4.2 Optimierungsproblem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

5.1 Verteilung der Daten auf die entstehenden Buckets für 100 Da-

tenpunkte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.2 Raumaufteilung mit 200 bzw. 300 Datenpunkten . . . . . . . . . 45

5.3 Vergleich der Abweichung mit zufällig gewählten und optimier-
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Kapitel 1 Einleitung und Motivation 1

Kapitel 1

Einleitung und Motivation

1.1 Einleitung

Die Speicherung von Multimediadaten wird in der heutigen Zeit immer wichti-
ger. Daher werden Multimediadatenbanken benötigt, die die Speicherung von
Datenpunkten mit vielen Attributen gewährleisten müssen. Dabei soll eine
schnelle Verfügbarkeit der Daten erreicht werden.
Hochdimensionale Indexstrukturen sind daher wichtig für die Speicherung von
Multimediadaten und werden benötigt, um Multimediadaten gut verwalten zu
können. Dabei wird der Raum in mehrere kleinere Bereiche, im Weiteren auch
Buckets genannt, aufgeteilt, damit Datenpunkte schneller gefunden werden
können [WSB98]. Es gibt verschiedene Indexstrukturen um hochdimensionale
Daten gut verwalten zu können. Dabei wird zwischen exakten und approxima-
tiven Indexverfahren unterschieden [AI08].
Exakte Verfahren geben bei Nachbarschaftsanfragen genau die k nächsten
Nachbarn eines Datenpunktes aus, während die approximativen Verfahren zu
einem Datenpunkt k ähnliche Elemente ausgeben. Im Folgenden wird die Su-
che nach den k nächsten Nachbarn mit kNN-Suche abgekürzt. Zu den exakten
Verfahren gehören zum Beispiel verschiedene Baumverfahren, wie der R-Baum
und X-Baum [GG97]. Die Klasse der Lokal Sensitiven Hashverfahren gehört
zu den approximierenden Verfahren [GG97]. Ein weiteres Hashverfahren ist
das mehrdimensionale Hashen, welches auf dynamischen Hashverfahren, wie
zum Beispiel dem linearen Hashen, dem Spiralhashen oder dem Erweiterbaren
Hashen basiert [SSH11].
Das Lokal Sensitive Hashen ist ein hochdimensionales Hashverfahren, welches
vorgestellt wurde, um die kNN-Suche, gegenüber anderen Hashverfahren, zu
verbessern [IM98]. Im Gegensatz zu letzteren, werden ähnliche Datenpunk-
te auf dasselbe Bucket abgebildet, statt sie über die Buckets zu streuen. Es
müssen so nicht mehr alle Buckets durchsucht werden, um die k nächsten
Nachbarn eines Datenpunktes zu finden, sondern nur noch die an das Bucket
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des Datenpunktes grenzenden Buckets. Ein erster Schritt für eine Verbesse-
rung dieses Verfahrens stellt die Optimierung der Exact-Match-Anfrage dar.
Die Erkenntnisse, die sich daraus gewinnen lassen, können später für die An-
frage der k nächsten Nachbarn genutzt werden.
In dieser Arbeit geht es in erster Linie um die permutationsbasierten Varian-
te des Lokal Sensitiven Hashens [CFN08]. Diese teilt den Raum anhand von
Punkten, den sogenannten Prototypen, in verschiedene Bereiche ein. Wird die
dadurch entstehende Raumaufteilung untersucht, ist festzustellen, dass sehr
ungleichmäßige Aufteilungen entstehen können.

1.2 Motivation

Bei der Untersuchung der Raumaufteilung durch den Permutationsansatz des
Lokal Sensitiven Hashens ist festzustellen, dass sehr unterschiedlich ausgelaste-
te Buckets entstehen können. Weiterhin können bei fest gewählter Anzahl der
Prototypen unterschiedlich viele Buckets entstehen [B12]. Daher ist die Wahl
der Prototypen von großer Bedeutung für die entstehende Raumaufteilung.
Ziel dieser Arbeit ist es die Anfragezeit durch die permutationsbasierte Vari-
ante des Lokal Sensitiven Hashens für die Exact-Match-Anfrage zu verbessern.
Um die Exact-Match-Anfrage beim Permutationsansatz effizient bearbeiten
zu können, ist eine gleichmäßige Raumaufteilung von Vorteil. Dazu ist die
Wahl der Protoypen von großer Bedeutung. Es müssen folglich im Schnitt
gleich viele Elemente sequenziell durchsucht werden. Um eine gute Raumauf-
teilung zu erzielen, sollen Prototypen so gewählt werden, dass die Datenpunkte
möglichst gleichmäßig auf die Buckets verteilt werden. Daher soll ein Optimie-
rungsproblem aufgestellt werden, welches die Wahl der Prototypen hinsichtlich
der Verteilung der Datenpunkte auf die Buckets erleichtern soll. In dieser Ar-
beit werden dabei uniform verteilte Daten angenommen. Die Idee dabei ist es,
die Prototypen aus der Datenmenge so zu wählen, sodass jeder andere Da-
tenpunkt in mindestens einer Kugel enthalten ist, wenn um die Prototypen
Kugeln mit minimalem gleichem Radius gelegt werden. Mit diesem Ansatz
kann gezeigt werden, dass die Verwendung von optimierten Prototypen für die
Raumaufteilung bezüglich einer Abweichung zum Optimum stabiler ist, als bei
Anwendung von zufällig gewählten Prototypen.

1.3 Gliederung der Arbeit

Diese Arbeit beginnt im Folgenden damit die benötigten Grundlagen vorzustel-
len. Die Grundlagen gliedern sich in zwei Kapitel. Kapitel 2 dient dazu einige
Indexstrukturen vorzustellen, um unterschiedliche Möglichkeiten zu präsen-
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tieren, mit denen effizient Anfragen bearbeitet werden können. In Kapitel 3
werden die Grundlagen der mathematischen (linearen) Optimierung gegeben.
Dazu wird erst erklärt was ein Optimierungsproblem ist. Danach werden eini-
ge Lösungsmethoden für Optimierungsprobleme vorgestellt. In Kapitel 4 wird
schließlich ein Optimierungsproblem, welches die Exact-Match-Anfrage für das
Lokal Sensitive Hashen verbessern soll, aufgestellt. Es soll erreicht werden,
dass sich die Datenpunkte möglichst gleichmäßig auf die Buckets verteilen.
Dazu werden verschiedene Ideen für Optimierungsprobleme präsentiert. Ein
weiterer Abschnitt in diesem Kapitel ist die mathematische Beschreibung des
Optimierungsproblems, um welches es im weiteren Verlauf der Arbeit gehen
wird. Dieses Optimierungsproblem wird abschließend in Kapitel 5 ausgewer-
tet. Hierzu wird eine reale Datenmenge betrachtet. Es wird die Verteilung der
Daten auf die durch das Lokal Sensitive Hashen entstehenden Bereiche mit
den verschiedenen Ansätzen verglichen.
Ein Ansatz ist es die Prototypen mithilfe des Optimierungsproblems zu be-
stimmen. Ein weiterer Ansatz ist die zufällige Wahl der Prototypen. Als letz-
tes werden die Medoide des k-Medoidclustering als Prototypen verwendet und
mit beiden vorherigen Ansätzen verglichen. Abschließend wird in Kapitel 6 ei-
ne Zusammenfassung der Arbeit und ein Ausblick über weitere Verbesserungen
gegeben.
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Kapitel 2

Indexieren hochdimensionaler
Daten

In diesem Kapitel werden die notwendigen Grundlagen für große Datenmengen
gegeben, um die Notwendigkeit von Indexverfahren zur effizienten Verwaltung
der Datenpunkte in einer großen Datenmenge zu verdeutlichen. Dabei werden
im ersten Teil Datensätze und deren Datenraum erläutert. Anschließend wird
auf vier wichtige Anfragetypen und einige Indexverfahren näher eingegangen.
Abschließend wird das Clustering für Datenmengen kurz erläutert.

2.1 Aufbau eines Datensatzes

Damit die Notwendigkeit von hochdimensionalen Indexstrukturen deutlich wird,
werden im Folgenden wichtige Begriffe erläutert.
Die Objekte, die in einer Datenbank gespeichert werden, werden Daten ge-
nannt. Ein Datenpunkt aus der Datenmenge besteht aus mehreren Attributen.
Jedes Attribut stellt eine Dimension des Datenraumes dar. Ein einfaches Bei-
spiel ist das Telefonbuch als Datenbank, in dem ein Datenpunkt beispielsweise
aus Name, Vorname, Telefonnummer und Wohnort besteht. Jedes Attribut
kann auf eine Zahl abgebildet werden. Beispielsweise wird jedem Namen eine
natürliche Zahl zugeordnet. In Übereinstimmung mit der Literatur, wie zum
Beispiel [GG97], kann von nummerischen Werten für die Attribute ausgegan-
gen werden. Daher kann verallgemeinert gesagt werden, dass ein Datenpunkt
mit d Attributen ein d-dimensionaler Vektor aus dem Rd ist.
Als Datenraum sei der Raum, den die möglichen Attributwerte aufspannen,
bezeichnet. Es wird zwischen eindimensionalen, mehrdimensionalen und hoch-
dimensionalen Daten unterschieden. Dabei liegen eindimensionale Daten vor,
wenn ein Datenpunkt aus nur einem Attribut besteht. Besteht ein Datenpunkt
aus zwei bis 45 Attributen so liegen mehrdimensionale beziehungsweise multi-
dimensionale Daten vor. Die Anzahl der Attribute für hochdimensionale Daten
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ist in der Literatur nicht eindeutig geklärt. So setzten Weber et al. die Anzahl
auf 45 und größer [WSB98]. Erst ab einer Anzahl von mehr als 100 Attributen
liegen dagegen für Valle et al. hochdimensionale Daten vor [VCPF08].
Die Daten sollen in Datenbanken so gespeichert und effizient indexiert wer-
den, dass der Zugriff auf die Daten möglichst schnell verarbeitet werden kann.
Dabei wird zwischen verschiedenen Anfragetypen beim Suchen nach Daten
in einer Datenbank unterschieden, die unterschiedliche Eigenschaften haben.
Einige hiervon werden im folgenden Abschnitt näher erläutert.

2.2 Anfragetypen

Exemplarisch werden hier vier relevante Anfragetypen für Datenbankmanage-
mentsysteme vorgestellt. Im eindimensionalen Raum, wenn die Daten aus nur
einem Attribut bestehen, sind die Exact-Match-Anfrage und die Bereichsan-
frage relevant [SSH11]. Diese können auch auf den mehrdimensionalen Raum
übertragen werden. Soll überprüft werden, ob ein Datenpunkt D bereits in
der Menge der Datenpunkte D vorhanden ist, so gibt eine positive Exact-
Match-Anfrage den Datenpunkt zurück. Es wird folglich ein Datenpunkt in
der Datenbank gesucht, dessen Attributwerte alle mit denen von D überein-
stimmen. Mit dieser Anfrage kann zum Beispiel das Einfügen von Duplikaten
verhindert werden [SSH11].
Bei der Bereichsanfrage werden (verschiedene) Intervalle für die Attributwerte
angegeben. Alle Datenpunkte, dessen Attribute innerhalb der Intervalle liegen,
werden ausgegeben [SSH11].
Sowohl für den eindimensionalen, als auch für den mehrdimensionalen Raum
ist die Suche nach den k nächsten Nachbarn, kurz kNN-Suche, interessant.
Bei der kNN-Suche werden die k nächsten Nachbarn zu einem Datenpunkt D
gesucht. Formal gilt für die Ergebnismenge E [Nav02]:

1. E ⊆ D

2. |E| = k

3. ∀ X ∈ E ,Y ∈ D \ E : ‖X − D‖ ≤ ‖Y − D‖.
Die Ergebnismenge soll genau k Elemente enthalten, die aus der Datenmen-
ge stammen. Weiterhin soll es keinen Datenpunkt in D geben, der nicht in
der Ergebnismenge ist und dichter am Anfragepunkt D liegt. Dabei wird mit
‖X − D‖ der Abstand vom Datenpunkt X zu D gemessen. Die kNN-Suche
kann abgeschwächt werden, indem zu einem Datenpunkt D ähnliche Punkte
gesucht werden. Diese Anfrage wird für approximative Indexverfahren ange-
wandt.
Im mehrdimensionalen Raum kommt ein weiterer Anfragetyp hinzu, die Partial-
Match-Anfrage. Für die Partial-Match-Anfrage werden im Gegensatz zur Exact-
Match-Anfrage nur für einige Attribute Werte festgelegt [SSH11].
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2.3 Mehr- und Hochdimensionale Zugriffsstruk-

turen

Um einen schnellen Zugriff auf Multimediadaten einer Datenbank zu gewähr-
leisten sind hochdimensionale Zugriffsstrukturen wichtig. Dabei soll verhin-
dert werden, dass beim Suchen nach einem Datenpunkt die ganze Datenbank
durchsucht werden muss. Dazu wird der Datenraum in kleinere Bereiche, die
sogenannten Buckets aufgeteilt, damit beim Suchen eines Datenpunktes nur
wenige Buckets durchsucht werden müssen. Bei hochdimensionalen Zugriffs-
strukturen wird zwischen raumpartitionierenden und datenpartitionierenden
Verfahren unterschieden [SWSGJ00, BBK01, WSB98].
Dabei teilen raumpartitionierenden Verfahren den gesamten Datenraum an-
hand von vordefinierten Grenzen in kleiner Teilbereiche ein. So können unter-
schiedlich stark besetzte Regionen entstehen.
Datenpartitionierende Verfahren dagegen nutzen die Verteilungen der Daten
im gesamten Raum und teilen den Raum anhand dieser auf. Der Vorteil ge-
genüber raumpartionierenden Verfahren liegt darin, dass leere Regionen nicht
indexiert werden.
Weiterhin wird zwischen exakten und approximativen Zugriffsstrukturen un-
terschieden. Exakte Verfahren geben bei der Suche nach den kNN immer die k
nächsten Punkte zu einem Punkt aus, während bei approximativen Verfahren
k dem Anfrageobjekt sehr ähnliche Punkte ausgegeben werden.
Es gibt verschiedene Klassen von Zugriffsstrukturen. So wird zwischen Baum-
verfahren, der optimierten sequenziellen Suche, Space-Filling-Curves und Hash-
verfahren unterschieden [GG97].

2.3.1 Baumverfahren

Zu den Baumverfahren gehören zum Beispiel der kd-Baum [BF79], der R-Baum
[Gut84], der X-Baum [BKK96], der SS-Baum (similarity search tree) [WJ96]
und der SR-Baum [KS97]. Diese Baumverfahren bauen aufeinander auf. Im
Gegensatz zum kd-Baum ermöglicht der R-Baum eine Speicherung von Objek-
ten mit Ausdehnung im Raum [Gut84]. Der X-Baum ist eine Erweiterung des
R-Baum [SSH11]. Mit dem SR-Baum wurde der SS-Baum verbessert [KS97].
Dabei funktioniert der SS-Baum ähnlich wie der R-Baum. Der SS-Baum teilt
den Raum anhand von Kugeln, statt wie der R-Baum mit Rechtecken, auf.
Exemplarisch werden hier der kd-Baum und der R-Baum vorgestellt.

Der kd-Baum

Der kd-Baum gehört zu den raumpartitionierenden Verfahren. Dabei wird der
Datenraum mittels der Attributwerte der Daten aufgeteilt. Dazu werden die
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zu teilenden Dimensionen meist zyklisch gewechselt. Es handelt sich beim kd-
Baum um einen binären Baum, dessen Knoten aus Schnittelementen bestehen.
Diese enthalten ein Zugriffsattribut, anhand dessen der Raum geteilt wird,
und einen Zugriffsattributwert a. Im linken Unterbaum des Knotens sind die
Elemente enthalten, deren entsprechendes Zugriffsattribut kleiner gleich a sind.
Dagegen sind im rechten Unterbaum Elemente mit größerem Attributwert als
a enthalten. In Abbildung 2.1 ist ein Beispiel eines 2d-Baumes veranschaulicht.

       1         2        3        4        5

   
   

 1
   

   
   

2 
   

   
 3

   
   

  4
   

   
 

R7

R5 R6

R8

R2R1

R3R4

3

31,5

4 3,521

R1 R2 R3R4R5 R6 R7 R8

Abbildung 2.1: Beispiel eines 2d-Baumes. In Anlehnung an [SSH11].

Der R-Baum

Der R-Baum dient dazu Objekte mit Ausdehnungen im Raum zu indexie-
ren [Gut84]. Die Raumaufteilung erfolgt hier mit minimal umschließenden
Rechtecken. Die Indexknoten enthalten diese Rechtecke, die alle im Baum un-
terhalb des Knotens liegenden Datenregionen umfassen. Für die Speicherung
der Rechtecke werden jeweils nur zwei im Rechteck gegenüberliegende Punkte
benötigt. Diese Punkte werden anhand ihrer Koordinaten im Konten gespei-
chert. In Abbildung 2.2 ist der R-Baum mittels eines Beispiels verdeutlicht.

R1 R2
R3

R4 R5

R6

R7
R1 R2

R3 R4 R5 R6 R7

Abbildung 2.2: Beispiel eines R-Baumes. In Anlehnung an [SSH11].
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2.3.2 Optimierte sequentielle Suche

Viele Baumverfahren leiden ab einer bestimmten Anzahl der Dimensionen am
Fluch der hohen Dimensionen [WSB98], damit ist die sinkende Performanz von
Indexstrukturen bei hochdimensionalen Daten gemeint, und arten häufig zu
einer sequenziellen Suche aus [WSB98]. Daher gibt es Indexstrukturen, die die
Funktionsweise der sequenziellen Suche verbessern. Das Vector Approximation
File ist eine optimierte sequenzielle Suche [GG97], welches im Folgenden kurz
erläutert wird.

Das Vector Approximation File

Die Idee dabei besteht darin, einen Suchdurchlauf über komprimierte Appro-
ximationen der ursprünglichen Datenmenge durchzuführen, statt alle Origi-
naldaten zu durchsuchen. Dabei wird für jede Dimension i eine Skala von
Binärwerten mit vorgegebener Bitanzahl bi festgelegt. Die Skalen sollten so
gewählt werden, dass sich die Punkte gleichmäßig auf die Intervalle verteilen.
Jedem Datenpunkt wird dann eindeutig ein Bereich, der durch k =

∑d
i=1 bi

Bits adressiert wird, im d-dimensionalen Raum zugeordnet.

00 01 10 11

00

01

10

11

A
B

C

D

E

F

A

B

C

D

E

F

00 10

01 10

00 01

10 10

01 01

11 00

Abbildung 2.3: Aufbau eines VA-Files. In Anlehnung an [SSH11].

2.3.3 Space-filling Curves

Die Space-filling Curves gehören zu den raumpartitionierenden Zugriffsver-
fahren. Dabei wird der gesamte Datenraum mittels einer Funktion auf einen
eindimensionalen Raum abgebildet, um den Objekten innerhalb des Raumes
eine Ordnung zu geben. Die Idee dabei ist es, ein Gitter in den Raum zu le-
gen und jede Zelle des Raumes mit einer Kurve genau einmal zu durchlaufen.
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Die Kurve soll sich dabei nicht kreuzen. Die Zellen des Gitters werden in der
Reihenfolge, in der sie durchlaufen werden nummeriert. Beispiele hierfür sind
die Z-Kurve [GG97] und die Hilbert-Kurve [FR89].

Die Z-Kurve

Die Z-Kurve gehört zu den Verfahren, die einen Raum rekursiv in kleinere Be-
reiche zerlegt. In Abbildung 2.4 ist eine Raumaufteilung im zweidimensionalen
Raum durch eine Z-Kurve erster und zweiter Ordnung zu sehen. Die Ordnung
gibt dabei an, wie fein der Raum aufgeteilt wird.

Abbildung 2.4: Z-Kurve erster Ordnung (links) und Z-Kurve zweiter Ordnung
(rechts). In Anlehnung an [SSH11].

Die Hilbert-Kurve

Die Hilbert-Kurve ist aufwändiger in der Konstruktion als die Z-Kurve. Für
höhere Ordnung der Hilbert-Kurve wird die Kurve rotiert und gespiegelt [FR89].
Sie verbessert allerdings, im Vergleich zur Z-Kurve, die Suche nach den k
nächsten Nachbarn. In Abbildung 2.5 ist die Hilbert-Kurve erster und zweiter
Ordnung veranschaulicht.

Abbildung 2.5: Hilbert-Kurve erster Ordnung (links) und Hilbert-Kurve zwei-
ter Ordnung (rechts). In Anlehnung an [FR89].
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Übersicht einiger Indexverfahren

In der folgenden Tabelle 2.1 ist eine zusammenfassende Übersicht der oben
vorgestellten Verfahren mit ihren Vor- und Nachteilen zu sehen.

Verfahren

raum-
parti-
tionierend

daten-
parti-
tionierend

Vorteile (⊕) und Nachteile (	)

kd-Baum X
⊕ Gute Performance bei Anfra-

gen auf mehrdimensionalen Da-
ten [B12]

	 Steigende Dimensionsanzahl
führt zum Fluch der hohen
Dimensionen → Anfragege-
schwindigkeit sinkt[B12]

R-Baum X
⊕ Indexierung von Objekten mit

Ausdehnung [Gut84]

	 Bei einigen Punktanfragen
müssen mehrere Pfade des
Baumes durchsucht werden
[SSH11]

VA-File X
⊕ Geringer Speicherplatzbedarf

[SSH11]

⊕ Effiziente Exact-Match-Anfrage
[B12]

	 Bei kNN-Suche muss gesamtes
VA-File durchsucht werden [B12]

Z-Kurve X
⊕ Leicht zu realisieren

	 Große Sprünge der Kurve
können Nachbarschaftsbeziehun-
gen zerstören [FR89]

Hilbert-
Kurve

X
⊕ Erhält Nachbarschaftsbeziehun-

gen besser als Z-Kurve [FR89]

	 Aufwändige Realisierung

Tabelle 2.1: Vor- und Nachteile ausgewählter Indexverfahren.
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2.3.4 Hashverfahren

Zu den Hashverfahren gehören sowohl eindimensionale Verfahren, wie das li-
neare Hashen oder das dynamisches Hashen [SKS01], als auch mehrdimensio-
nale Verfahren [GG97, SSH11]. Dazu wird im Folgenden das Lokal Sensitive
Hashen als eine mehrdimensionale Variante näher erläutert.

Lokal Sensitives Hashen

Viele mehrdimensionale Hashverfahren sind nicht geeignet für die Suche nach
den nächsten Nachbarn, da die Nachbarschaftsbeziehungen der Daten, durch
das Streuen der Hashfunktionen auf verschiedene Bereiche, zerstört wird. Bei
der exakten Suche nach den k nächsten Nachbarn müssen alle Bereiche durch-
sucht werden. Das Lokal Sensitive Hashen hat dagegen den Vorteil, dass ähn-
liche Datenpunkte auf dieselben Bereiche abgebildet werden.
Ursprünglich wurde das Lokal Sensitive Hashen von Indyk und Motwani vorge-
stellt, um einen Hauptspeicheralgorithmus für die Suche nach dem ε-nächsten
Nachbarn zu entwickeln [IM98]. Bei der Suche nach dem ε-nächsten Nachbarn
zu einem Datenpunkt q ∈ D wird ein Datenpunkt p ∈ D gesucht, der ein
ε-nächster Nachbar von q ist. Das heißt für alle p′ ∈ D mit p′ 6= p und p′ 6= q
soll gelten:

d(q, p) ≤ (1 + ε)d(p′, q).

Die Idee bei dem Algorithmus ist es, dass es statt einer Hashfunktion mehrere
gibt, wobei für jede einzelne Hashfunktion die Wahrscheinlichkeit, dass ähn-
liche Punkte auf gleiche Bereiche abgebildet werden höher ist, als für unähn-
liche Punkte [IM98]. Die Hashfunktionen kommen dabei aus einer Familie H
von Funktionen. Jede Funktion h ausH ist dabei (P1, P2, r, cr)-sensitiv [IM98],
das heißt für je zwei Datenpunkte p, q ∈ D und P1 > P2 gilt:

1. wenn ‖p− q ‖< r, dann Pr[h(p) = h(q)] > P1

2. wenn ‖p− q ‖> cr, dann Pr[h(p) = h(q)] < P2.

Ist der Abstand von p und q also kleiner als r , so werden p und q mit einer
Wahrscheinlichkeit größer als P1 in dasselbe Bucket abgebildet. Dagegen wer-
den p und q mit einer Wahrscheinlichkeit kleiner als P2 in dasselbe Bucket
abgebildet, wenn ihr Abstand größer als cr ist.

Indyk et al. und Gionis et al. haben in [IM98, GIM99] Lokal Sensitive
Hashfunktionen für Punkte aus dem Hamming-Raum ({0, 1}d) vorgestellt. Es
ist möglich diese über Umwege auf den Euklidischen Raum zu übertragen, was
allerdings nicht trivial ist. Daher haben Datar et al. Funktionenfamilien vor-
gestellt, die aus p-stabilen Verteilungen gewonnen werden können [DIIM04].
Im Weiteren werden diese näher beschrieben.
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Eine Verteilung V heißt p-stabil, wenn es ein p ≥ 0 gibt, sodass für ein n ∈ N
und v1...vn ∈ R und X1...Xn unabhängige identisch verteilte Zufallsvariablen
mit der Verteilung V die Zufallsvariable

∑
i viXi die gleiche Verteilung hat,

wie (
∑

i |vi|p)1/pX, wobei X eine Zufallsvariable mit Verteilung V ist.
Bekannte p-stabile Verteilungen sind die Cauchy-Verteilung (VC) und die Gauss-
Verteilung VG, die wie folgt charakterisiert sind:

• VC mit der Dichtefunktion c(x) =
1

π(1 + x)2
ist 1-stabil.

• VG mit der Dichtefunktion g(x) = 1√
2π
e−x

2/2 ist 2-stabil.

Hashfamilie basierend auf p-stabilen Verteilungen

Es sei < a, v > :=
∑

i aivi das Standardskalarprodukt. Dabei ist v ∈ Rd ein
Punkt aus der Datenmenge D und a ∈ Rd ist ein zufällig generierter Vektor.
Jeder Eintrag in a wird von einer p-stabilen Verteilung bestimmt. Dabei wird
genutzt, dass die Zufallsvariable < a, v > die gleiche Verteilung hat wie ‖v‖pX
mit einer Zufallsvariable X, die eine p-stabilen Verteilung hat.
Zum Hashen wird das Skalarprodukt (< a, v >: Rd × Rd → R) eingesetzt,
welches jeden Vektor v in die reellen Zahlen abbildet. Die reellen Zahlen werden
in gleichbreite Intervalle mit Breite r zerlegt. Der Hashwert eines Vektors gibt
das zugehörige Intervall an, auf welches dieser projiziert wird.
Formal bildet die Hashfunktion ha,b(v) : Rd → N d-dimensionale Vektoren in
die natürlichen Zahlen ab, die den Buckets der Raumaufteilung entsprechen.
Dabei ist a ein Vektor, wie oben beschrieben ist und b eine reelle Zahl aus dem
Intervall [0, r]. Seien nun a, b fest, dann gilt für die Hashfunktion:

ha,b(v) = b< a, v > +b

r
c.

Permutationsansatz des Lokal Sensitiven Hahsens

Wie im vorherigen Abschnitt gut zu sehen ist, ist die Wahl geeigneter Hash-
familien für das Lokal Sensitive Hashen nicht einfach. Daher stellen Chavez et
al. in [CFN08] den Permutationsansatz vor, der die Definition einer Funktio-
nenfamilie H umgeht. Dazu werden zufällig l sogenannte Prototypen, das sind
Datenpunkte anhand derer der Datenraum aufgeteilt wird, aus der vorhande-
nen Datenmenge D gewählt und der Abstand von allen Datenpunkten D ∈ D
zu jedem der l Prototypen berechnet. Anhand dieser werden die Prototypen
aufsteigend sortiert. Die so entstehende Reihenfolge der Prototypen gibt den
Hashwert von D an. In Abbildung 2.6 ist links ein Beispiel zur Bestimmung
des Hashwertes eines Datenpunktes im zwei-dimensionalen Raum mit drei ge-
gebenen Prototypen P1, P2 und P3 zu sehen.
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Beispiel:
dim = 2, #Prototypen = 3
Prototypen : P1 = (1, 2),
P2 = (20, 200),
P3 = (150, 60)
gesuchter Datenpunkt :
D = (15, 30)
‖D − P1 ‖2 ≈ 31, 3
‖D − P2 ‖2 ≈ 170, 1
‖D − P3 ‖2 ≈ 138, 3
⇒
Aufsteigend sortiert nach den
Abständen ergibt sich f ür den
Hashwert von D : P1P3P2

P1

P2

P3

D

P3P2P1

P2P3P1

P3P1P2

P1P3P2

P2P1P3

P1P2P3

Abbildung 2.6: links: Ein Beispiel für die Berechnung des Hashwertes eines
Datenpunktes mit drei Prototypen. rechts: Raumaufteilung mit dem Permu-
tationsansatz im zweidimensionalen Raum mit drei Prototypen.

Die Raumaufteilung entsteht dann dadurch, dass jeweils zwischen zwei Pro-
totypen eine imaginäre Strecke gelegt und orthogonal zu deren Mittelpunkt
eine Hyperebene gezogen wird. Dieses wird mit allen Paaren von Prototypen
wiederholt. Die Buckets werden dann mit den entsprechenden Permutationen
der Prototypen beschriftet. In Abbildung 2.6 ist rechts ein Beispiel für eine
Raumaufteilung im zweidimensionalen Raum mit drei Prototypen gegeben.
Um eine effiziente Raumaufteilung zu erhalten, ist die Wahl der Prototypen,
mit denen der Raum aufgeteilt wird, von großer Bedeutung. Um Cluster in-
nerhalb der Datenmenge gut zu unterteilen hat Broneske in [B12] herausgear-
beitet, dass die Prototypen um das Cluster herum gelegt werden sollten.

2.4 Clustering

Das Clustering kann zum Finden geeigneter Prototypen in einer Datenmenge
für die Raumaufteilung der permutaionsbasierten Variante des Lokal Sensiti-
ven Hashens verwendet werden. Genaueres hierzu wird in Kapitel 5 erläutert.
Bei einer Clusteranalyse geht es darum, eine gegebene Datenmenge D mit n
Elementen in verschiedene Gruppen zu unterteilen. Diese Gruppen werden im
Weiteren Cluster genannt. Dabei sollen ähnliche Datenpunkte im selben Clu-
ster liegen. Eine Möglichkeit die Ähnlichkeit von Datenpunkten beschreiben
zu können ist geeignete Abstandsfunktionen zu benutzten, beispielsweise die
Euklidische Norm.
Es wird zwischen partitionierenden und hierarchischen Methoden des Cluste-
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rings unterschieden [KR90]. Dabei geht es bei den partitionierenden Verfahren
darum, die Datenmenge D in k Gruppen so zu zerlegen, dass

• jede Gruppe mindestens einen Datenpunkt enthält

• und jeder Datenpunkt zu genau einer Gruppe gehört.

Aus diesen Eigenschaften ergibt sich, dass k ≤ n gelten muss. Repräsentanten
eines Clusters sind die Punkte, die ein Cluster identifizieren. Dabei müssen
diese Punkte nicht unbedingt aus der Datenmenge D sein.
Die hierarchischen Methoden sind dadurch charakterisiert, dass sie nicht eine
einzige Gruppierung mit k Clustern der Datenmenge ausgeben, sondern alle
Partitionen von k = 1 (die gesamte Datenmenge) bis k = n (jeder Datenpunkt
ist Repräsentant eines Clusters). Dabei gilt, um von r Cluster auf r+1 Cluster
zu kommen, wird eines der r Cluster in zwei aufgesplittet.

2.4.1 Der k-Meodid Algorithmus

Der k-Medoid Algorithmus gehört zu den partitionierenden Verfahren. Er wur-
de von Kaufman und Rousseeuw in [KR90] unter dem Namen

”
Partitioning

Around Medoids“ (kurz: PAM) vorgestellt. Die Idee dabei ist es, k Datenpunk-
te (sogenannte Medoide) aus der Datenmenge D zu wählen, sodass die Summe
der Abstände von den Medoiden der Cluster zu den zugehörigen Datenpunk-
ten der Cluster minimal ist.
Der k-Medoid Algorithmus lässt sich in drei Schritte gliedern [BS13].

1. Initialisierung, bei der zufällig k Elemente mi mit i ∈ {1, 2, ..., k} aus der
Datenmenge gewählt werden.

2. Zuordnung, die die restlichen Elemente entsprechend der gewählten Me-
doiden den Clustern Ci zuteilt.

3. Update-Schritt, bei dem überprüft wird, ob es in jedem Cluster ein an-
deres Element oi gibt, welches dem Mittelpunkt dieser Menge näher ist.
Es wird also ein oi gesucht, für das gilt:∑

c∈Ci

|c− oi| <
∑
c∈Ci

|c−mi|.

Wird mindestens für ein Cluster Ci ein solches oi gefunden, so werden die
Datenpunkte den neuen Medoiden zugeordent. Die Cluster verschieben
sich somit.
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Dieses wird fortgeführt, bis für keinen Cluster mehr ein besserer Medoid ge-
funden wird. Mathematisch betrachtet soll also eine MengeM∗ = {m1,m2, ...,mk}
gefunden werden, sodass gilt:

M∗ = argmin
M⊆D:|M |=k

∑
d∈D

min
mi∈M

|d−mi|.

Mit dem k -Medoid Algorithmus ist nicht gewährleistet, dass das globale Mi-
nimum gefunden wird. Die Lösung hängt stattdessen von den anfangs zufällig
gewählten Medoiden mi für i ∈ {1, 2, ..., k} ab.

Park und Jun haben in [PJ09] einen neuen k-Medoid Algorithmus vor-
gestellt, bei dem anfangs nicht k zufällige Elemente aus der Datenmenge D
gewählt, sondern die k mittleren Elemente der Datenmenge berechnet werden.
Denn der k-Medoid Algorithmus von Kaufman und Rousseeuw ist aufgrund
seiner Laufzeit für große Datenmenge langsam [HKT01]. Bei dem verbessertem
Algorithmus werden die initialen Medoide wie folgt berechnet:

1. Berechne die Abstände zwischen allen Paaren der Elemente der Daten-
menge mittels gewählter Abstandsfunktion.

2. Berechne

vj =
n∑
i=1

di,j∑n
l=1 di,l

für j = 1, ..., n. Dabei bezeichnet di,j den Abstand zwischen Objekt i und
j aus der Datenmenge, welcher in 1. berechnet wurde.

3. Sortiere alle vj aufsteigend und wähle die ersten k als Initial-Medoide.

Die Berechnung der Cluster bleibt wie oben beschrieben ist.

2.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel ging es darum Indexstrukturen vorzustellen. Diese werden
benötigt, um den Zugriff auf die Daten in einer Datenbank zu beschleuni-
gen. Dabei haben die verschiedenen Verfahren ihre Vor- und Nachteile. Als
letzte Indexstruktur wurde das Lokal Sensitive Hashen, eine Klasse der hoch-
dimensionalen Hashverfahren, vorgestellt. Damit die Schwierigkeit, geeignete
Hashfunktionen zu finden, umgangen werden kann, wurde die permutations-
basierte Variante des Lokal Sensitiven Hashens vorgestellt. Um diese soll es im
weiteren Verlauf der Arbeit gehen.
Im letzten Abschnitt 2.4 wurde das Clustering anhand des k-Medoid Algorith-
mus vorgestellt. Dieses dient dazu Ähnlichkeiten in einer Datenmenge festzu-
stellen und sie mithilfe dieser in verschiedene Cluster einzuteilen.
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Kapitel 3

Einführung in die
Mathematische Optimierung

In diesem Kapitel werden lineare Optmierungsprobleme und einige Lösungs-
methoden, insbesondere der Simplexalgorithmus, vorgestellt.

3.1 Lineare Optimierung

Ein lineares Optimierungsproblem oder auch Lineares Programm (LP) zeichnet
sich dadurch aus, dass sowohl die Zielfunktion, als auch alle Nebenbedingungen
linear sind [UD10]. Die Koeffizienten der Nebenbedingungen werden in einer
Matrix A gespeichert. Ein Optimierungsproblem ist dann allgemein von der
folgenden Form:

max
x

cᵀx

s.t.

Ax T b

Dabei ist x = (x1, x2, ..., xn)ᵀ der Entscheidungsvektor und c = (c1, c2, ..., cn)ᵀ

der Koeffizientenvektor der Zielfunktion. Es ist auch möglich, die Zielfunktion
zu minimieren. Es gilt:

max
x

cᵀx = min
x

(−c)ᵀx.

Im Folgenden wird ohne Beschränkung der Allgemeinheit ein Lineares Pro-
gramm der Form:
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max
x

cᵀx (3.1)
s.t.

Ax ≤ b

x ≥ 0

betrachtet. Dann heißt x̂ zulässig oder eine zulässige Lösung des Problems
(3.1), wenn x̂ alle Nebenbedingen von (3.1) erfüllt. Das Problem (3.1) heißt
unzulässig, falls es kein solches x̂ gibt. Eine zulässige Lösung x∗ heißt opti-
mal, falls es keine zulässige Lösung y gibt, für die cTx∗ < cTy gilt. Ein Op-
timierungsproblem heißt unbeschränkt, wenn es einen zulässigen aber keinen
endlichen Optimalwert gibt.

Es sei bemerkt, dass lineare Programme unter allen Optimierungsproble-
men die einfachsten, sowohl hinsichtlich theoretischer Aussagen, als auch was
effektive Lösungsmethoden betrifft, sind [UD10].
Um ein Optimierungsproblem aufzustellen, müssen folgende Fragen beantwor-
tet werden [UD10]:

• Welches Ziel soll verfolgt werden?

• Welches sind die Entscheidungsvariablen?

• Welche Nebenbedingungen sind zu beachten?

• Gibt es eine äquivalente einfachere Formulierung?

3.2 Normalform von linearen Optimierungs-

problemen

Ein lineares Optimierungsproblem liegt in Normalform vor, wenn es von fol-
gender Form ist:

min
x
cᵀx (3.2)
s.t.

Ax = b

x ≥ 0.

Dabei ist b ∈ Rn ein Vektor mit nichtnegativen Einträgen. Die Matrix A ∈
Rm×n hat einen Rang von rang(A) = m [UD10]:

1. rang(A, b) > rang(A)⇒ @ x : Ax = b
⇒ Das Optimierungsproblem ist unzulässig.
Der Rang einer Matrix gibt dabei die maximale Anzahl der linear un-
abhängigen Zeilen der Matrix an.
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2. rang(A, b) = rang(A) < m
⇒ Ax = b enthält Gleichungen, die aus anderen Gleichungen folgen und
somit weggelassen werden können.

Jedes lineare Optimierungsproblem kann in Normalform überführt werden.
Handelt es sich im Originalproblem um ein Maximierungsproblem, so wird die-
ses, wie oben beschrieben durch minx(−c)Tx ersetzt. Sind die Nebenbedingun-
gen Ungleichungen, so werden nichtnegative Schlupfvariablen x

′
i hinzugefügt,

um die Ungleichungen in Gleichungen zu überführen [UD10]:

• Gilt für die Nebenbedingungen kleiner gleich, so wird eine nichtnegative
Schlupfvariable x

′
i zu den entsprechenden Nebenbedingungen addiert:

Aix ≤ bi → Aix+ x
′
i = bi.

• Gilt für die Nebenbedingungen größer gleich, so wird eine nichtnegative
Schlupfvariable x

′
i von den entsprechenden Nebenbedingungen subtra-

hiert:
Aix ≥ bi → Aix− x

′
i = bi.

Sind einige Komponenten von b negativ, so werden die entsprechenden Glei-
chungen bi mit minus eins multipliziert.
Es wird vorausgesetzt, dass der Vektor x nichtnegativ sei. Sind einige Kompo-
nenten von x durch Ungleichungen der Form xi ≥ d oder xi ≤ d beschränkt,
so können diese durch Substitution in die richtige Form gebracht werden:

• Gilt xi ≥ d, so wird xi durch x+i = xi − d substituiert.

• Gilt xi ≤ d, so wird xi durch x+i = d− xi substituiert.

Die Gleichungen werden anschließend nach xi umgeformt und in dem entspre-
chendem Optimierungsproblem ersetzt.
Für unbeschränkte Variablen xi ersetzte diese durch nichtnegative Variablen
x+i und x−i , wie folgt:

• xi = x+i − x−i .

Auch die unbeschränkten Variablen xi werden im Optimierungsproblem er-
setzt.

Dazu wird im Folgenden ein Beispiel aus [UD10] betrachtet:



20 3.2 Normalform von linearen Optimierungsproblemen

Beispiel 3.1.

min
x

3x1 + 5x2 − x3
s.t.

x1 + 2x2 − x3 = 0 (3.3)

2x1 + x3 ≥ 4 (3.4)

x2 ≤ 0 (3.5)

x3 ≥ −1 (3.6)

Es sei bemerkt, dass 3.3 schon die richtige Darstellung hat. In 3.4 muss eine
Schlupfvariable eingefügt werden, um eine Gleichung zu erhalten. Abschließend
müssen 3.5 und 3.6 noch so substituiert werden, dass alle Variablen größer
gleich null sind. Zusätzlich muss noch x1 substituiert werden:

• In 3.4 wird die Schlupfvariable x
′
1 subtrahiert, um Gleichheit zu erhalten:

2x1 + x3 − x
′
1 = 4.

• Aus 3.5 folgt: x+2 = 0− x2 ⇔ x2 = −x+2 .

• Mit 3.6 ergibt sich: x+3 = x3 + 1⇔ x3 = x+3 − 1.

• Für x1 ergibt sich: x1 = x+1 − x−1 .

• Nun werden x1, x2 und x3 im ursprünglichen Optimierungsproblem er-
setzt:

– Variablen in die Zielfunktion einsetzen:
3(x+1 − x−1 ) + 5(−x+2 )− (x+3 − 1) ⇔ 3x+1 − 3x−1 − 5x+2 − x+3 + 1.

– Für 3.3 ergibt sich:
(x+1 − x−1 ) + 2(−x+2 )− (x+3 − 1) = 0
⇔ x+1 − x−1 − 2x+2 − x+3 = −1 | ∗ (−1).
⇔ −x+1 + x−1 + 2x+2 + x+3 = 1.

– Für 3.4 ergibt sich:
2(x+1 − x−1 ) + (x+3 − 1)− x′

1 = 4
⇔ 2x+1 − 2x−1 + x+3 − x

′
1 = 5.

• Damit ergibt sich für das äquivalente Optimierungsproblem:
min
x

3x+1 − 3x−1 − 5x+2 − x+3 + 1
s.t.

−x+1 + x−1 + 2x+2 + x+3 = 1

2x+1 − 2x−1 + x+3 − x
′

1 = 5

x+1 , x
−
1 , x

′

1, x
+
2 , x

+
3 ≥ 0.
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3.3 Lösungsmethoden für (ganzzahlige)

lineare Programme

3.3.1 Primale Simplexmethode

Das Simplexverfahren dient dazu, lineare Optimierungsprobleme zu lösen. Liegt
ein mathematisches Optimierungsproblem der Form

min /max cᵀx

s.t.

Ax T b

vor, so wird das entsprechende Problem in Normalform (siehe Abschnitt 3.2)
gebracht, um es mit der primalen Simplexmethode zu lösen. Die zulässige
Menge eines linearen Optimierungsproblems beschreibt ein Polyeder der Form
{x : Ax = b, x ≥ 0}. Die Simplexmethode beruht auf dem folgendem Satz:

Satz 3.1. Die Lösungen eines linearen Optimierungsproblems werden in den
Ecken des zulässigen Bereiches (Polyeder) angenommen.

Ein ausführlicher Beweis für diesen wichtigen Satz findet sich zum Beispiel
in [UD10].

Bei der Lösung der Optimierungsaufgabe werden somit insbesondere die
Eckpunkte der zulässigen Menge betrachtet. Dabei wird in einer Ecke gestar-
tet und entlang der Kanten des Polyeders von Ecke zu Ecke gegangen, bis die
optimale Ecke gefunden wurde. Der Simplexalgorithmus wird im Folgenden
anhand der Tableauform erläutert [UD10]:

Sei dazu A ∈ Rm×n die Koeffizientenmatrix des Optimierungsproblems
in Normalform. Gesucht werden m linear unabhängige Spalten von A. Die
m zugehörigen Variablen nennen sich Basisvariablen. Mit B sei die Menge
der zu den Basisvariablen gehörigen Indizes bezeichnet. Die übrigen Variablen
werden auch Nichtbasisvariablen genannt. Die Menge ihrer Indizes sei mit N
bezeichnet. Es gilt: N = {1, 2, ..., n} \ B. Hiermit können die Daten für das
Optimierungsproblem aufgeteilt werden in

x = (xB, xN)ᵀ, A = (AB, AN), c = (cB, cN)ᵀ.

Die Werte der Basisvariablen lassen sich wie folgt berechnen: xB = A−1B b. Wei-
terhin wird der Vektor der reduzierten Kosten benötigt, um festzustellen, ob
der aktuelle Zielfunktionswert noch weiter verbessert werden kann. Er lässt
sich berechnen durch: z′ = c− (A−1B A)ᵀcB. Der Ausdruck Ai steht für die i-te
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Spalte von A. Mit z sei der Zielfunktionswert zu der im Tableau enthaltenden
Basis bezeichnet. Diese Werte werden in eine Tabelle der nachfolgenden Form
eingetragen:

B x1 x2 · · · xn xB t

i1
...
im

A = A−1B A A−1B b
xB

AB
−1Ai

c = cᵀ − cᵀB(A−1B A) −z

Tabelle 3.1: Simplextableau.

Der Wechsel von einer Ecke zu einer besseren Ecke wird auch als Basiswech-
sel bezeichnet. Für das Simplextableau funktioniert der Basiswechsel unter der
Annahme, dass eine zulässige Startecke bekannt ist, wie folgt:

1. Bestimmung einer Nichtbasisvariable, die den Zielfunktionswert durch
Hinzunahme in die Basis weiter verbessern kann:
Dazu wähle ein ci < 0 für i = 1, ..., n. Der Index i gibt an, dass xi als
nächstes in die Basis aufgenommen wird.

2. Bestimmung der Basisvariable, die die Basis für xi verlässt:

Berechne til =
xBil

aji
für alle l = 1, ...,m mit aji > 0. Das Minimum dieser

Werte minil til = ti0 gibt mit seinem Index die Variable an, die die Basis
für xi verlässt.

3. Basiselemente tauschen:
Mittels Gauß-Algorithmus wird die zu xi gehörende Spalte zu einem
Einheitsvektor, deren Einträge an der Stelle i0 den Wert eins hat und
sonst nur Nullen, umgeformt.

Diese Schritte werden fortgeführt, bis alle Einträge ci von c für i = 1, ..., n
nichtnegativ sind.
Im vorangegangenen Abschnitt wurde vorausgesetzt, dass eine Startbasis be-
kannt ist. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn der zulässige Bereich durch ein
Ungleichungssystem gegeben ist. Dieser wird durch Addition von Schlupfva-
riablen in ein Gleichungssystem überführt. Die dadurch angehängte Einheits-
matrix, wird als Start-Basismatrix für den Simplex genommen.
Ist keine Startbasis bekannt, zum Beispiel wenn das Optimierungsproblem be-
reits in Normalform vorliegt, so kann diese durch Lösen des folgenden Hilfs-
problems bestimmt werden [UD10]:
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min{eᵀw : Ax+ w = b, x ≤ 0, w ≥ 0}.
Eine zulässige Lösung ist für das ursprüngliche Problem ist gefunden, wenn w
den Wert null hat. Ansonsten ist das Problem unzulässig.

3.3.2 Branch-and-Bound

Branch-and-Bound-Verfahren sind exakte Verfahren, die im Allgemeinen dazu
dienen ganzzahlige Optimierungsprobleme zu lösen. Das Branch-and-Bound-
Verfahren wurde 1960 von Land und Doig in [LD60] vorgestellt und wurde
im Laufe der Zeit weiterentwickelt. Ziel des Branch-and-Bound-Verfahren ist
es das Ausgangsproblem in immer kleinere Teilprobleme zu zerlegen. Durch
das Lösen dieser Teilprobleme wird die Optimallösung des Ausgangsproblems
durch obere und untere Schranken immer weiter eingeschränkt, falls sie exi-
stiert. Dabei besteht ein Branch-and-Bound-Verfahren aus vier Teilen, der Re-
laxation, der Separation, der Schrankenberechnung und der Selektionsregel.
Mit der Relaxation soll aus dem schwer zu lösenden Problem ein leichteres
erstellt werden. Dieses kann durch Lockern oder Weglassen von Nebenbedin-
gungen oder durch den Verzicht der Ganzzahligkeit (LP-Relaxation) erreicht
werden [N10]. In Abbildung 3.1 ist die LP-Relaxierung anhand eines Beispiels
zu sehen. Die Punkte sind die zulässigen ganzzahligen Punkte, die von dem
Polyeder eingeschlossen sind. Bei einer LP-Relaxierung wird das gesamte Po-
lyeder als zulässige Menge betrachtet.

   

Abbildung 3.1: Beispiel für eine LP-Relaxierung.

Mit der Separation wird festgelegt, wie eine Menge in Teilmengen und in
wie viele Teilmengen diese zerlegt wird.
Bei der Schrankenberechnung werden je nach Problemart Schranken bestimmt.
So werden bei Maximierungsproblemen obere Schranken und bei Minimie-
rungsproblemen untere Schranken bestimmt. Diese werden aus den Zielfunk-
tionswerten der behandelten zulässigen Teilmengen ermittelt.
Die Selektionsstrategie gibt die Reihenfolge an, in der die Teilprobleme ab-
gearbeitet werden. Es muss entschieden werden, wo verzweigt wird und ob
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Tiefensuche oder Breitensuche durchgeführt wird. Bekannte Selektionsstrate-
gien sind beispielsweise die LIFO-Regel (last in first out) oder die best-bound-
Regel. Dabei wird bei der LIFO-Regel eine Teilmenge solange betrachtet, bis
sie ausscheidet. Bei der zweiten Regel wird die Teilmenge gewählt, die die be-
ste Schranke hat.

Im Folgenden wird das Branch-and-Bound-Verfahren am Beispiel von li-
nearen gemischt-ganzzahligen Optimierungsproblemen betrachtet. Betrachtet
wird ein Optimierungsproblem der Form

min cᵀx

s.t.

Ax ≤ b (P0)

xj ∈ Z+

wobei j Werte aus einer Teilmenge der Indizes annimmt, für die Stellen von x,
die ganzzahlig sein sollen. Dieses Problem wird mittels LP-Relaxierung gelöst.
Nun wird eine Variable x∗j ausgewählt, für die zwar Ganzzahligkeit gelten soll,
aber noch nicht gilt. Mittels dieser Variable (auch Branchingvariable genannt)
wird das Problem P0 in zwei Teilprobleme P1 und P2 aufgeteilt.

P0

P1 P2

xj ≤ x*jxj ≥ x*j + 1 

Abbildung 3.2: Branch-and-Bound Baum. In Anlehnung an [K12].

Zu dem Problem P1 kommt die Ungleichung xj ≥ bx∗jc + 1, während das
Problem P2 um die Ungleichung xj ≤ bx∗jc ergänzt wird [K12] (siehe Abbil-
dung 3.2). Die Optimallösung von P0 muss sich, sofern sie existiert, in einer
dieser Teilprobleme befinden. Die Teilprobleme P1 und P2 werden nun auch
LP-relaxiert gelöst und gegebenenfalls anhand einer Branchingvariable auf-
geteilt. Dadurch entsteht eine Baumstruktur mit Teilproblemen von P0. Die
zulässigen Bereiche der Teilprobleme werden dabei immer kleiner. Durch die
Lösungen der Teilprobleme ergeben sich immer wieder neue Schranken für die
Optimallösung des Ausgangsproblems P0, falls sie existiert. Der Baum wird an
bestimmten Knoten Pk nicht weiter verzweigt [K12], wenn
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• Pk unzulässig ist, das heißt die zuletzt hinzugefügte Ungleichung erzeugt
ein unzulässiges Teilproblem.

• Pk eine ganzzahlige Lösung hat. Diese muss nicht die Optimallösung sein.
Sie wird mit der bis dahin besten Lösung verglichen und gegebenenfalls
ausgetauscht. Dadurch entsteht gegebenenfalls eine neue Schranke für
die Optimallösung.

• Die Lösung von Pk überschreitet die bis dahin beste Lösung.

Sind alle Knoten abgearbeitet, so wurde entweder die Optimallösung gefun-
den oder gezeigt, dass keine existiert. Zur Veranschaulichung ist das Verfahren
in Abbildung 3.3 dargestellt.

Start

Stop

Löse z = min {cTx : x є P} mit P = {Ax ≤ b}. 
Füge die dadurch entstehenden Teilprobleme in die Kandidatenliste K 

ein.

K = Ø 

Wähle mittels Selektionsregel Knoten k aus K und lösche diesen in K.

LP-Relaxierung des Teilproblems.

Teilproblem ist lösbar und z < zbest

z є IN

Verzweigung des Teilproblems 
mittels Separationsregel.

Aktualiesiere 
zbest = z.

Ja

Nein

Ja

Ja

Nein

Nein

Abbildung 3.3: Das Branch-and-Bound-Verfahren [EBL03].
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3.3.3 Schnittebenenverfahren

Ein weiteres Verfahren zur Lösung eines ganzzahligen linearen Optimierungs-
problems ist das Schnittebenenverfahren. Die Grundidee dabei besteht darin,
eine LP-Relaxierung auf das Ausgangsproblem anzuwenden und anschließend
den zulässigen Bereich mittels einer zusätzlichen linearen Ungleichung wei-
ter einzuschränken. Ein erstes Verfahren dieser Art wurde 1958 von Gomory
in [G58] vorgestellt. Schnittebenenverfahren nähern sich gezielter der Lösung
des Ausgangsproblems an, als beim Branch-and-Bound-Verfahren, konvergie-
ren aber langsam gegen die Lösung [K12].
Durch das Hinzufügen einer zusätzlichen linearen Ungleichung (Schnittebene)
wird der zulässige Bereich des Ausgangsproblems weiter eingeschränkt und so-
mit im Verlaufe des Verfahrens immer kleiner bis eine ganzzahlige Lösung ge-
funden wird. Mit der zusätzlichen Ungleichung soll die nichtganzzahlige Lösung
des Problems

”
abgeschnitten“ werden.

Wird beispielsweise ein Problem maximiert und mit der LP-Relaxierung wird
die Optimallösung x∗ = 8, 6 berechnet, so kann die optimale ganzzahlige
Lösung des Problems nur kleiner oder gleich 8 sein. Beim

”
Wegschneiden“ die-

ser Lösung vom zulässigen Bereich muss allerdings sichergestellt werden, dass
durch die zusätzliche Schnittebene keine zulässige ganzzahlige Lösung wegge-
schnitten wird [EBL03]. In Abbildung 3.4 ist eine Übersicht des Verfahrens
dargestellt.

Start

Optimierung mittels 
LP-Relaxierung

Optimale Lösung 
ganzzahlig?

Stop

Ergänzung einer 
Schnittebene

Optimierung mittels 
dualem Simplexverfahren

Ja

Nein

Abbildung 3.4: Übersicht eines Schnittebenenverfahren [EBL03].

Wird das Branch-and-Bound-Verfahren mit dem Schnittbenenverfahren kom-
biniert, so entsteht ein sogenanntes Branch-and-Cut-Verfahren. Dabei wird an
den Knoten des Branch-and-Bound Baumes entweder wie beim Branch-and-
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Bound-Verfahren aufgeteilt, in dem eine Schranke für eine Variable gefunden
wurde, oder der zulässige Bereich wird mit dem Schnittebenenverfahren weiter
eingeschränkt.

3.3.4 Branch-and-Price

Mit dem Branch-and-Price-Verfahren können ganzzahlige Optimierungspro-
bleme mit einer großen Anzahl an Variablen gelöst werden. Es bildet das Ge-
genstück zum Schnittebenenverfahren. Beim Schnittebenenverfahren werden
Zeilen (Ungleichungen) hinzugefügt, während beim Branch-and-Price-Verfahren
Spalten (Variablen) generiert werden.
Das Verfahren basiert darauf, dass für große Probleme die meisten Variablen
Nichtbasiselemente und somit null sind [BJNSV98]. Die Idee des Verfahrens
besteht darin, eine Teilmenge der Variablen (Spalten) aus dem Ausgangspro-
blem zu entfernen und diese gegebenenfalls im Laufe des Verfahrens wieder
hinzuzufügen.
Es wird also das kleinere Problem mit weniger Variablen als das Ausgangs-
problem betrachtet. Dieses wird LP-relaxiert gelöst. Um die Optimalität der
Lösung zu prüfen, wird ein Unterproblem, das sogenannte Pricing-Problem,
betrachtet. Mit diesem wird versucht eine Spalte (Variable) zu finden, welche
den Funktionswert verbessert und diese dann in die Basis aufzunehmen. Wird
so eine Spalte gefunden, wird das LP mit dieser optimiert und damit verbessert.
Lässt sich dagegen keine solche Spalte finden und ist auch die Ganzzahligkeit
noch nicht erfüllt, so wird das Problem an dieser Stelle verzweigt [BJNSV98].
Eine Übersicht des Verfahrens ist in Abbildung 3.5 zu sehen.

Start

Stop

Löse Optimierungsproblem LP-relaxiert.

Löse Pricing-Problem, um Spalte, die 
Funktionswert verbessert, zu finden.

Verbessernde Spalte gefunden?

Ist Lösung ganzzahlig?

Verzweige das Problem.

Ja

Nein

Nein

Ergänze Optimierungsproblem 
um diese Spalte.

Ja

Abbildung 3.5: Das Branch-and-Price-Verfahren.
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3.4 AMPL

AMPL (
”
A Mathematical Programming Language“) ist eine mathematische

Modellierungssprache, mit der lineare, nichtlineare und ganzzahlige mathema-
tisches Optimierungsprobleme in abstrakter Form formuliert werden können
[FGK03]. Dabei übersetzt AMPL das Optimierungsproblem für Optimierungs-
algorithmen (Solver), die dieses dann lösen. Man beachte, dass passende Opti-
mierungsalgorithmen für die verschiedenen Arten von Optimierungsproblemen
gewählt werden müssen.

3.4.1 Aufbau

Im Allgemeinen wird der AMPL-Code in drei verschieden Textdateien geschrie-
ben (.mod, .dat, .run). Die erste Datei (.mod) enthält das allgemeine Modell
mit allen Parametern, Variablen und Mengen, die benötigt werden. In der zwei-
ten Datei (.dat) bekommen die Parameter ihre Werte zugewiesen. Die letzte
Datei (.run) verbindet die ersten beiden Dateien und enthält die Lösungsein-
stellungen.

3.4.2 Überblick der Solver für AMPL

Es gibt eine Reihe von Optimierungssolvern. Dabei sind die verschieden Sol-
ver für verschiedene Optimierungsprobleme geeignet. Sie werden dabei nach
der Art wie sie arbeiten und für welche Art von Optimierungsproblemen sie
geeignet sind klassifiziert. Die Algorithmen werden unterschieden in 1:

• linear (simlex/interior): eine lineares Optimierungsproblem, wird mit
dem Simplex-/Innere-Punkte-Verfahren gelöst;

• quadratic: eine konvexe/konkave Zielfunktion mit linearen Nebenbedin-
gungen, wird mit einer Simplexmethode oder einer Innere-Punkte-Methode
gelöst;

• nonlinear: ein nichtlineares Optimierungsproblem, wird mit Hilfe von
Gradienten-Verfahren, Quasi-Newton- oder Innere-Punkte-Methode gelöst;

• integer linear/nonlinear: ein lineares/nichtlineares Optimierungsproblem,
bei dem einige Variablen ganzzahlig sind, wird mit einer Branch-and-
Bound Methode gelöst, die lineare Lösungsalgorithmen zur Lösung der
Teilprobleme benutzt.

Einige Solver sind in der folgenden Tabelle zur Auswahl aufgelistet. Dazu wird
die Art der Algorithmen angegeben.

1www.ampl.com/solvers.html, letzter Zugriff am 06.02.13
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Solver Typ des Algorithmus

Bonmin integer nonlinear
CONOPT nonlinear
CPLEX linear (simplex/interior), quadratic, integer (linear/qua-

dratic)
Gurobi linear (simplex/interior), quadratic, integer (linear/qua-

dratic)
IPOPT nonlinear
KNITRO nonlinear
LP SOLVE linear (simplex), integer linear
MINLP integer nonlinear
MINOS linear (simplex)
SOPT linear (simplex), nonlinear, quadratic

Tabelle 3.2: Übersicht einiger Solver zum Lösen von Optimierungssolvern.

CPLEX für gemischt-ganzzahlige Optimierungsprobleme

In Kapitel 5 wird zur Auswertung des in Kapitel 4 entwickelten Optimie-
rungsproblem im Speziellen der CPLEX betrachtet. Aus diesem Grund wird
dieser hier kurz erläutert. CPLEX benutzt bei gemischt-ganzzahligen Opti-
mierungsproblemen eine Mischung aus Simplex-/Branch-and-Cut- und Schnit-
tebenenverfahren. Weiterhin werden heuristische Algorithmen verwendet, um
eine ganzzahlige Lösung für das Problem zu finden.
Es entsteht ein Suchbaum mit linearen Teilproblemen, wie oben beschrieben.
Die Teilprobleme werden mittels LP-Relaxierung abgearbeitet [IBMC10].

3.5 Zusammenfassung

In dem vorangegangen Kapitel wurden die wichtigen Grundlagen für die ma-
thematische Optimierung von linearen Optimierungsproblemen gegeben. An-
schließend wurden einige Verfahren zum Lösen von (ganzzahligen) linearen
Optimierungsproblemen vorgestellt. Dabei wird der Simplexalgorithmus auch
für die anderen Verfahren benötigt. Für das Branch-and-Bound-Verfahren,
das Schnittebenenverfahren und das Branch-and-Price-Verfahren ist die LP-
Relaxierung grundlegend.
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Kapitel 4

Optimierung der
Exact-Match-Anfrage für das
prototypbasierte Verfahren

Die Exact-Match-Anfrage wird benutzt, um zu überprüfen, ob ein Datenpunkt
D in einer Datenmenge D bereits vorhanden ist. Bei der Optimierung der
Exact-Match-Anfrage soll erreicht werden, dass die Antwortzeit beim Suchen
nach einem Datenpunkt D in einer Datenmenge für alle Datenpunkte möglichst
gleich ist. Dieses ist sichergestellt, wenn in jedem Bucket annähernd dieselbe
Anzahl an Elementen enthalten ist. Buckets sind die Bereiche, in die der Daten-
raum aufgeteilt wird. In diesem Fall wird das Bucket, in dem der Datenpunkt
D liegt, wie in Kapitel 2.3.4 beschrieben, berechnet. Anschließend wird das
dazugehörige Bucket sequenziell durchsucht, um herauszufinden, ob D bereits
in der Datenmenge D enthalten ist.

4.1 Anforderungen

Es sei D eine endliche Datenmenge mit Punkten, die die Einträge einer Daten-
bank repräsentieren. Der Datenraum einer Datenmenge bezeichnet den anhand
der möglichen Attributwerte aufgespannten Raum. Dieser Raum R(D) mit n
Datenpunkten soll anhand von l Prototypen mit der permutationsbasierten Va-
riante des Lokal Sensitiven Hashens so aufgeteilt werden, dass in jedem Bucket
annähernd dieselbe Anzahl an Datenpunkten enthalten ist. Prototypen stellen
dabei die Punkte der Datenmenge dar, anhand derer der Datenraum aufgeteilt
wird.
Dabei ist zu beachten, dass die Prototypen aus der Datenmenge D oder aus
dem Datenraum R(D) gewählt werden können. Im Folgenden wird vorausge-
setzt, dass die l Prototypen aus der Datenmenge D gewählt werden. Es werden
l ≥ 2 Prototypen gesucht, da mindestens zwei Prototypen benötigt werden,
um den Datenraum aufzuteilen. Formal bedeutet das:
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• gegeben: Datenmenge D ⊂ R(D) ⊂ Rd mit |D| = n

• gesucht: l Prototypen Di ∈ D, für i = 1, ..., l, sodass für die Buckets
B(Bk) gilt:

– Bk ⊂ D mit Bk ∩ Bj = ∅ für k 6= j und
⋃#Buckets
k=1 Bk = D

k, j ∈ {1, ...,#Buckets}

– |Bk| ≈
n

#Buckets
.

Dabei bezeichnet |· | die Anzahl der Elemente, die in einer Menge vorhanden
sind und Bk die Menge der Datenpunkte, die in Bucket k enthalten sind.

4.2 Verschiedene Modellbeschreibungen

Es gibt verschiedene Möglichkeiten wie das Problem, nachdem in jedem Bucket
dieselbe Anzahl an Elementen enthalten sein sollen, bearbeitet werden kann.
Im Folgenden werden drei verschiedene Grundideen vorgestellt, die sich jeweils
noch leicht verändern lassen. Zuerst wird eine intuitive geometrische Modelli-
dee präsentiert. Anschließend wird eine Modellidee, die auf dem Volumen der
einzelnen Buckets beruht, vorgestellt. Danach wird ein approximierendes Mo-
dell unterbreitet. Abschließend werden die Modellideen miteinander verglichen.
Das approximierende Modell wird aufgrund dessen weiter thematisiert.

4.2.1 Intuitives geometrisches Modell

Das Problem kann als Modell intuitiv geometrisch (Ansatz 1) formuliert wer-
den, indem passende Beschreibungen für die entstehenden Polytope gefunden
werden. Die Polytope entstehen dadurch, dass man zwischen je zwei Prototy-
pen in der Mitte orthogonal eine Hyperebene legt. Werden nun die Schnitte
von mehreren solcher Hyperebenen betrachtet, entstehen Polytope, die sich
im Verlauf des Optimierungsprozesses stetig ändern können. Weiterhin muss
sichergestellt werden, dass in jedem dieser Polytope annähernd gleich viele Da-
tenpunkte enthalten sind. Hierfür muss eine gute Möglichkeit gefunden werden
die Datenpunkte in jedem Polytop zu zählen.
Die Beschreibung der Polytope ist kompliziert, da diese sich im Verlauf der
Optimierung ändern können, wie in Abbildung 4.1 gut zu erkennen ist. Daher
ist dieses Modell rechnerisch sehr aufwändig.
Interessant hierfür sind obere Schranken an die Anzahl der Buckets, die durch
die permutationsbasierte Variante des Lokal Sensitiven Hashens entstehen kön-
nen. Wird hierzu beispielsweise der zweidimensionale Raum {0, 255}2 mit vier
Prototypen betrachtet, so ist zu erkennen, dass unterschiedlich viele Buckets
entstehen können. In Abbildung 4.1 ist zu sehen, dass beispielsweise sieben
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(links) oder 18 Bereiche (rechts) entstehen können, je nachdem wie die vier Pro-
totypen gewählt sind. Die unterschiedliche Anzahl der entstehenden Buckets
hängt dabei davon ab, wie die Prototypen zueinander liegen, also wie die ent-
stehenden Hyperebenen im Raum liegen.

Abbildung 4.1: Zwei Varianten einen zweidimensionalen Raum mit vier Pro-
totypen aufzuteilen [B12].

Theoretisch können bei l Prototypen l! mögliche Buckets entstehen, da
es l! Permutationen gibt. Dabei ist die Dimension der Datenpunkte nicht zu
berücksichtigen. Betrachtet man jedoch das Problem, in wie viele Flächen ein
endlicher zweidimensionaler Raum (entspricht quasi einem Rechteck) mit ei-
ner bestimmten Anzahl an Geraden aufgeteilt werden kann, so ist festzustel-
len, dass l ! zu groß ist. Dabei sind die Geraden beliebig im Raum verteilbar.
Die Anzahl der durch die permutationsbasierte Variante des Lokal Sensitiven
Hashens entstehenden Buckets ist dann höchstens so groß, wie die Anzahl der
Flächen bei diesem Problem, da beim Lokal Sensitiven Hashen die Geraden
nicht beliebig in den Raum gesetzt werden können.
Die maximale Anzahl an Flächen wird erreicht, wenn jede Gerade in einem
Rechteck jede andere Gerade schneidet und jeder Schnittpunkt von nur zwei
Geraden erzeugt wird. Als rekursive Formel für die maximale Anzahl der
Flächen in einem Rechteck, welches mit g Geraden aufgeteilt wird, erhält man
ag = ag−1 + g mit dem Rekursionsanfang a0 = 1. Als explizite Formel ergibt

sich dann ag = 1 + g(g+1)
2

. Diese ergibt sich durch sukzessives Einsetzen der
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rekursiven Formel:

ag = ag−1 + g

= ag−2 + (g − 1) + g

= ...

= a1 + 2 + ...+ g

= a0 + 1 + 2 + ...+ g

= 1 +

g∑
i=1

i

= 1 +
g(g + 1)

2
.

Bezogen auf das Lokal Sensitive Hashen, wird im Folgenden überlegt, wie
viele Geraden durch l Prototypen entstehen können. Dazu sei bemerkt, dass
zwischen je zwei Punkten eine Gerade gelegt wird. Liegen also l Punkte vor
und wird ein weiterer Punkt als Prototyp hinzugefügt, so kommen l Geraden
hinzu. Als Formel ergibt sich für die Anzahl der Geraden n(l):

n(l) =
(l − 1)l

2
.

#Prototypen #Geraden

maximale
#Buckets nach
ag

l!

2 1 2 2
3 3 7 6
4 6 22 24
5 10 56 120
6 15 121 720

Tabelle 4.1: Vergleich der oberen Schranken für die maximale Anzahl an ent-
stehenden Buckets.

Werden nun die beiden Schranken für die Anzahl der entstehenden Buckets
verglichen, so ist zu erkennen, dass sie sich schon ab l = 5 stark voneinander
unterscheiden (siehe Tabelle 4.1). Die Formel für die maximale Anzahl an ent-
stehenden Buckets ist von der Dimension des Raumes abhängig. Bei steigender
Anzahl der Dimensionen wächst die Anzahl der entstehenden Bereiche für l
Prototypen an. Allerdings bedarf es weiterer Betrachtungen dieses Problems
im d-dimensionalen Raum, um so eine allgemeine Schranke für die Anzahl der
maximal entstehenden Teilkörper zu erhalten.
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4.2.2 Volumen der Buckets

Eine weitere Möglichkeit besteht darin, das Volumen der Polytope (Ansatz 2)
zu optimieren. Hier soll erreicht werden, dass die Polytope, in die der Daten-
raum zerlegt wird, annähernd dieselben Volumina haben. Dieses ergibt Sinn,
wenn die Daten, über denen optimiert wird, gleichverteilt sind. Wenn jedes
Polytop dasselbe Volumen hat, dann sind die Datenpunkte gleichmäßig auf
die Buckets verteilt, da dann jedes Polytop annähernd dieselbe Anzahl an Ele-
menten enthält. Daher soll hier erreicht werden, dass jedes Polytop annähernd
dasselbe Volumen hat. Dieses ist allerdings mit der Begründung, dass die Po-
lytope sich während des Optimierungsprozesses ändern, aufwändig. Weiterhin
liegen in der Realität meist keine gleichverteilten Daten vor.

4.2.3 Approximierendes Modell

Eine weitere Idee, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit verfolgt wird, besteht
darin das eigentliche Problem approximativ zu formulieren (Ansatz 3). Das
folgende Optimierungsproblem soll in seiner Beschreibung losgelöst von den
Beschreibungen der Polytope sein. Das Problem, nach dem in jedem Bucket
annähernd dieselbe Anzahl von Elementen enthalten sein sollen, wird appro-
ximativ im Modell dargestellt. Dadurch ist es leichter zu verarbeiten.
Die Approximation besteht darin, Kugeln mit identischen Radien um die l
Prototypen zu legen, sodass deren Mittelpunkt einer der l Prototypen ist.
Nun besteht die Aufgabe darin, den Radius der Kugeln so zu minimieren, dass
jeder beliebige andere Datenpunkt D ∈ D in mindestens einer dieser l Kugeln
enthalten ist. In Abbildung 4.2 ist das Optimierungsproblem graphisch darge-
stellt. Die Kreuze stellen die Prototypen dar, um welche Kugeln gelegt werden.

Abbildung 4.2: Optimierungsproblem
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4.2.4 Vergleich der Modellideen

In der folgenden Tabelle 4.2 sind die drei oben genannten Modellierungsideen
für das Problem, nach dem die Exact-Match-Anfrage optimiert werden soll,
zusammengefasst dargestellt.
Dabei ist festzustellen, dass die Modellbeschreibungen (Ansatz 1) und (Ansatz
2) das Problem exakt beschreiben, während (Ansatz 3) approximierend formu-
liert ist. Allerdings eignet sich Modellbeschreibung (Ansatz 2) eher für gleich
verteilte Datensätze. Dagegen können (Ansatz 1) und (Ansatz 3) beliebige
Datenverteilungen verarbeiten. Werden die Schwierigkeiten, die Modellideen
mathematisch zu formulieren, der jeweiligen Modellbeschreibungen betrach-
tet, so ist festzustellen, dass (Ansatz 3) nur geringe Schwierigkeiten aufweist.
Die anderen Beschreibungen sind demgegenüber komplizierter. Daher wird im
Folgenden die Modellbeschreibung (Ansatz 3) weiter verfolgt.

Optimierungs-
problem

Modell-
beschreibung

Schwierigkeit bei der Be-
schreibung Typ der Datensätze

(Ansatz 1) exakt

1. Beschreibung der Polyto-
pe, da diese sich im Verlauf
der Optimierung ändern
2.

”
zählen“ der Datenpunk-

te in Polytopen

Beliebige Datenver-
teilungen

(Ansatz 2) exakt
Beschreibung der Polytope,
da diese sich im Verlauf der
Optimierung ändern

Sinnvoll bei gleich-
verteilten Daten

(Ansatz 3) approximierend Geringe Schwierigkeiten
Beliebige Datenver-
teilungen

Tabelle 4.2: Vergleich der Lösungsansätze.

4.3 Mathematische Beschreibung des Optimie-

rungsproblems

Im Folgenden wird die in Abschnitt 4.2.3 vorgestellte Modellbeschreibung (An-
satz 3) mathematisch beschrieben. Dazu werden die Hilfsfragen aus Abschnitt
3.1 zur Erstellung eines Optimierungsproblems für dieses Problem erläutert.
Die erste Frage, die sich stellt, ist die Frage nach dem Ziel. Mit dem Op-
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timierungsproblem soll erreicht werden, dass der Radius der Kugeln um die
Prototypen minimiert werden soll. Daraus ergibt sich die einfache Zielfunktion
min r. Als Entscheidungsvariablen wird ein Vektor benötigt, der angibt, wel-
che Datenpunkte als Prototypen ausgewählt sind. Weiterhin wird eine Matrix
benötigt, die angibt, ob ein Datenpunkt in einer Kugel um einen Prototypen
enthalten ist. Eine weitere wichtige Frage ist, welche Nebenbedingungen zu
beachten sind. In diesem Modell ist zu beachten, dass der Radius nichtnegativ
ist. Weiterhin ist zu beachten, dass genau l Prototypen gewählt werden. Au-
ßerdem soll jeder Datenpunkt in mindestens einer Kugel enthalten sein.
Im Folgenden wird nun das Optimierungsproblem mathematisch beschrieben.
Bei genauerer mathematischer Betrachtung des Problems ergeben sich noch
weitere Bedingungen, die aus den obigen resultieren. Diese werden weiter un-
ten näher erläutert.
Es sei D die zu betrachtende Datenmenge. D ⊂ Rd enthält n Datenpunkte,
aus denen l ausgewählt werden sollen, sodass jeder Datenpunkt D ∈ D in
mindestens einer Kugel um die l Prototypen enthalten ist. Mathematisch sieht
das Problem wie folgt aus:

min
r,x,y

r

s.t.

< 1n, x > = l (4.1)

< 1n, y∗,j > ≥ 1 (4.2)

yi,j

√
‖Di −Dj ‖2 ≤ r ∀i, j ∈ I; Di, Dj ∈ D (4.3)

yi,j ≤ xi (4.4)

r ∈ ∈ R+
0 (4.5)

xi ∈ {0, 1} (4.6)

yi,j ∈ {0, 1} (4.7)

< −,− > bezeichnet dabei das Standardskalarprodukt und 1n ist ein Vek-
tor mit n Einsen als Einträgen. Mit y∗,j sei die j-te Spalte von y bezeichnet.
Der Vektor x ist ein Entscheidungsvektor, für den xi = 1 gilt, wenn der Da-
tenpunkt Di zu den l Prototypen gehört, ansonsten gilt xi = 0. Die Matrix
y ∈ {0, 1}n×n ist eine Entscheidungsmatrix, die angibt, ob ein Datenpunkt Dj

von einer Kugel um Di umgeben wird. Die Parameter i , j sind aus der Menge
I = {1, 2, ..., n}. Zusammenfassend gilt:
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xi =

{
1, wenn Di ein Prototyp ist
0, sonst

und

yi,j =

{
1, wenn Dj in der Kugel um Di enthalten ist
0, sonst

.

Die Nebenbedingungen des Optimierungsproblems werden im Folgenden
näher erläutert: In (4.1) ist angegeben, dass genau l Prototypen gesucht wer-
den. In (4.2) wird beschrieben, dass jeder Datenpunkt in mindestens einer
Kugel um einen Prototypen enthalten sein muss. Die Kugeldefinition mit po-
sitiven Radius r in (4.3) kommt genau dann zum Tragen, wenn yi ,j eins ist.
Dagegen sichert (4.4), dass yi ,j nicht eins sein darf, wenn Di nicht zu den Pro-
totypen gehört, das heißt Di ist dann kein Mittelpunkt einer Kugel.
Das oben genannte Optimierungsproblem ist linear und hängt nicht von der
Dimension der Datenpunkte in D ab. Die verwendete Euklidische Norm lässt
sich durch andere Normen ersetzen, zum Beispiel durch die Summennorm oder
die Maximumsnorm. Man beachte, dass yi ,j für große Datenmengen sehr groß
wird.

4.4 Umsetzung des mathematischen Optimie-

rungsproblems

Es gibt verschiedene Möglichkeiten, wie sich Optimierungsprobleme umsetzen
lassen. So werden von verschiedenen Programmen, wie beispielsweise MAT-
LAB Funktionen zur Optimierung bereitgestellt. Einige Solver bieten Schnitt-
stellen für verschiedene Programmiersprachen an. Über diese kann der Solver
für das Lösen von Optimierungsproblemen auch aus eigenen Anwendungen
heraus genutzt werden. Aufgrund der Ähnlichkeit von formal geschriebenen
mathematischen Optimierungsproblemen mit der Modellierungssprache AM-
PL soll das Problem in AMPL realisiert werden. Das in Abschnitt 4.3 auf-
gestellte Optimierungsproblem ist ein gemischt-ganzzahliges lineares Problem.
Also wird ein Solver für diese Art von Optimierungsproblemen benötigt. Für
das Optimierungsproblem wird in dieser Arbeit CPLEX als Solver gewählt.
Das Optimierungsproblem in der Modellierungssprache AMPL, als .mod-Datei,
sieht dann wie folgt aus:
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AMPL-Code 1 .mod-Datei um das Optimierungsproblem allgemein zu for-
mulieren

1: param n; #Anzahl Dimensionen
2: set N = 1..n;
3: param m; #Anzahl Datenpunkte
4: set I = 1..m;
5: param D {i in I, z in N} integer; #Datenpunkte
6: param l; #Anzahl Prototypen
7: var r;
8: var x i in I binary;
9: var y i in I, j in I binary;

10: minimize Radius : r; #Zielfunktion
11: #Nebenbedingungen:
12: subject to circle {i in I j in I}: y[i,j]*sqrt(sum {z in N} ((D[i,z] - D[j,z])2))

<= r;
13: subject to k Prototypen: sum {i in I} x[i] = l;
14: subject to constraint1: 0 <= r;
15: subject to constraint2 {i in I, j in I}: y[i,j] <= x[i];
16: subject to each point in circle {j in I}: sum {i in I} y[i,j] >= 1;

In Zeile 1 bis 9 werden die Parameter, Variablen und Mengen, die für
die Umsetzung des Optimierungsproblem benötigt werden, definiert. Die Ziel-
funktion wird in Zeile 10 gesetzt. Die restlichen Zeilen 12 bis 16 legen die
Nebenbedingungen fest.

Dabei müssen Parameter vom Benutzer festgelegt werden, während sich Va-
riablen im Optimierungsprozess verändern. Folglich müssen jeweils die Anzahl
der Dimensionen (Zeile 1), Anzahl der Datenpunkte (Zeile 3) über denen op-
timiert wird und die Anzahl der Prototypen (Zeile 6) vom Benutzer festgelegt
werden. Weiterhin muss die Textdatei, die die Datenpunkte enthält, gesetzt
werden. Darin sind n Spalten und m Zeilen mit den jeweiligen Einträgen der
Datenpunkte enthalten. Dieses wird in der .dat-Datei gesetzt:

AMPL-Code 2 .dat-Datei zum Setzen der Parameter für das Optimierungs-
problem

1: let n := Anzahl Dimensionen;
2: let m := Anzahl Datenpunkte;
3: let l := Anzahl Prototypen;
4: read {i in I, j in I} D[i,j] < Datensatz.txt ;

Die .run-Datei enthält die Einstellungen des Solvers und verbindet .mod-
und .dat-Datei wie folgt miteinander:
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AMPL-Code 3 .run-Datei Einstellungen
1: reset;
2: model opt1.mod;
3: data opt1.dat;
4: option show stats 1;
5: option solver cplex;
6: option cplex options ’parallelmode = 1’
7: ’threads = 4’
8: ’timing = 1’;
9: solve;

10: display Radius;
11: display {i in I: x[i]==1};

Dabei wird in Zeile 2 die .mod-Datei aus Code 1 eingelesen. Anschließend
werden die Daten mittels Code 2 eingelesen (Zeile 3). In Zeile 5 wird CPLEX
als Solver gesetzt. In den Zeilen 6 bis 7 werden zusätzliche Optionen für den
CPLEX festgelegt.

Als Ergebnis liefert AMPL den minimierten Radius und gibt die Indizes
der l Prototypen aus. Hierzu sei bemerkt, dass AMPL eins-basiert ist. Um die
Indizes in Java zu benutzten muss jeweils noch eins subtrahiert werden.

4.5 Zusammenfassung

Ziel dieses Kapitels war es ein Optimierungsproblem zu entwickeln, welches die
Wahl der Prototypen für das Lokal Sensitive Hashen erleichtert. Dazu wurden
anfangs verschiedene Ideen vorgestellt und miteinander verglichen.
Es wurde ein Optimierungsproblem aufgestellt, bei dem die Datenmenge mit
identisch großen Kugeln abgedeckt werden soll, sodass der Mittelpunkt der
Kugeln jeweils ein Datenpunkt der Menge ist und jeder andere Datenpunkt in
mindestens einer Kugel liegt.
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Kapitel 5

Evaluierung

In diesem Kapitel wird die Auswertung des in Abschnitt 4.3 aufgestelltem Op-
timierungsproblems betrachtet. Dabei geht es darum, l Datenpunkte aus der
Datenmenge auszuwählen, sodass alle Datenpunkte der Datenmenge in minde-
stens einer Kugel um die l Datenpunkte enthalten sind. Ziel der Optimierung
ist es die Radien der Kugeln, die identisch sind, zu minimieren. Dazu wird eine
reale Datenmenge aus [AA96] verwendet. In einem Vergleich der Raumauftei-
lung mit optimierten und zufällig gewählten Prototypen wird die Relevanz des
Optimierungsproblems dargestellt.
Es hat sich herausgestellt, dass das Lösen des Optimierungsproblems schon
bei kleinen Datenmengen lange dauert. Als Beispiel sei hier gegeben, dass das
Lösen für das Optimierungsproblem mit l = 4 und 500 Datenpunkten bei einer
4-Kernauslastung über eine Woche gedauert hat. Aus diesem Grund wird das
Optimierungsproblem auf kleinen Teilmengen der gesamten Datenmenge aus-
geführt. Anschließend werden die so erhaltenden Prototypen auf die gesamte
Datenmenge angewandt. Um genauere Aussagen treffen zu können, wäre es
notwendig zu überprüfen, ob die Datenverteilungen der kleineren Teilmengen
mit der, der gesamten Datenmenge übereinstimmt. Dieses kann zum Beispiel
mit dem Kolmogorov-Smirnov-Test (kurz: KS-Test) überprüft werden [D08]. In
den folgenden Testreihen wurden die Eingangsdaten gemischt, um eine eventu-
elle Vorsortierung der Daten zu beseitigen und anschließend jeweils die ersten
n1 Datenpunkte der Menge zu bearbeiten.

5.1 Beschreibung der Testdaten

Bei den Testdaten handelt es sich um 10.992 Datenpunkte mit jeweils 16 Di-
mensionen. Nach [VCPF08] handelt es sich somit um einen mehrdimensionalen
Datensatz. Die Daten repräsentieren handgeschriebene Schriftproben [AA96].
Um eine Schriftprobe in einen Vektor umzuwandeln, wird eine Folge von 8
zeitabhängigen Punkten (xt, yt) gespeichert, die die Stiftposition zum Zeit-



42 5.2 Begriffserklärungen

punkt t speichert. Wird diese Folge von Punkten in einem Vektor gespeichert,
erhält man einen 16-dimensionalen Vektor [AA96]. Die Einträge der Vektoren
sind dabei ganzzahlige Werte zwischen 0 und 100. Im Folgenden sei die Menge
dieser Vektoren mit D16 bezeichnet.

5.2 Begriffserklärungen

Für die Auswertungen der Experimente in diesem Abschnitt werden einige
Begriffe benötigt, die im Folgenden erläutert werden:

optimierte Prototypen: Wenn von optimierten Prototypen die Rede ist, so
sind die Prototypen, die das Optimierungsproblem zur Minimierung der
Radien der Kugeln ermittelt hat, gemeint.

Durchschnitt: Der Durchschnitt bezeichnet die Anzahl der Datenpunkte, die
in den Buckets enthalten sein muss, damit die Raumaufteilung optimal
ist. Er lässt sich berechnen, indem die Anzahl der Datenpunkte durch
die Anzahl der entstehenden Buckets dividiert wird.

optimierte Raumaufteilung: Hierbei handelt es sich um die Raumauftei-
lung, die durch die permutationsbasierte Variante des Lokal Senstiven
Hashens bei Verwendung von optimierten Prototypen, entsteht.

zufällige Prototypen: Von zufälligen Prototypen ist die Rede, wenn zufällig
Datenpunkte aus der Datenmenge ausgewählt werden, die als Prototypen
verwendet werden.

5.3 Vergleich der Raumaufteilungen mit op-

timierten und zufällig gewählten Prototy-

pen

In diesem Abschnitt wird die Raumaufteilung, die durch den permutationsba-
sierten Ansatz des Lokal Sensitiven Hashens entsteht, mit zwei Varianten der
Prototypenbestimmung verglichen. Zum einen werden die Prototypen zufällig
aus der Datenmenge ausgewählt und zum anderen werden optimierte Proto-
typen für die Raumaufteilung verwendet.

5.3.1 Setup und Durchführung

Bei den Testdaten handelt es sich um die in Abschnitt 5.1 beschriebene Daten-
menge D16 . Exemplarisch wird l = 5 gewählt, das heißt es sollen 5 Prototypen
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aus den Datenpunkten so gewählt werden, dass der Raum möglichst optimal
aufgeteilt wird. Als Optimierungssolver wurde CPLEX gewählt.
Aufgrund der Berechnungszeit werden approximative Lösungen betrachtet, bei
denen jeweils nur eine Teilmenge der Daten zur Lösung des Problems gewählt
wird. Exemplarisch wird die Auswirkung auf die Raumaufteilung durch den
Permutationsansatz beim Lokal Sensitives Hashen betrachtet, wenn 100, 200
und 300 Daten aus der vorliegenden Datenmenge auswählt werden. Auf die-
sen kleineren Datenmengen wird, mittels des oben genanntem Optimierungs-
problems, optimiert. Anschließend werden die ermittelten Prototypen auf die
gesamte Datenmenge angewandt.

5.3.2 Ergebnisse

Ergebnisse bei Verwendung der kleinen Teilmengen

Zuallererst wird die Auswirkung der Optimierung der Prototypen auf den klei-
nen Datenmengen, mit 100, 200 und 300 Datenpunkten aus der gesamten Da-
tenmenge, untersucht. Betrachtet man die Ergebnisse der Optimierung auf
der Datenmenge mit 100 Elementen, wenn l = 5 gewählt wird, und diese mit
Ergebnissen vergleicht, die dadurch entstehen, dass zufällig 5 Prototypen aus
der Datenmenge gewählt werden, ist festzustellen, dass unterschiedlich vie-
le Buckets entstehen können. Dies hängt davon ab, wie die Hyperebenen im
Raum zueinander liegen. In diesem Beispiel entstehen 35, 30 und 24 Buckets für
die Raumaufteilung, die in Abbildung 5.1 dargestellt sind. Der Durchschnitt
gibt an, wie viele Datenpunkte in einem Bucket liegen müssen, damit die Auf-
teilung optimal ist. Die Balken des Diagramms geben an, wie viele Buckets es
in der entsprechenden Raumaufteilung gibt.
Bei der Raumaufteilung, die auf den optimierten Prototypen basiert (a), ist zu
erkennen, dass die Mehrheit der Buckets dicht am Durchschnitt liegt, das heißt,
dass die Mehrheit der Buckets annähernd optimal viele Elemente beinhalten.
Vergleicht man dazu die Raumaufteilung (b) und (c) in Abbildung 5.1, ist zu
erkennen, dass die Mehrheit der Buckets weiter vom Durchschnitt entfernt ist.
Es sei hierzu bemerkt, dass beide Aufteilungen die gleiche Abweichung haben.
Die hier verwendete Abweichung wird wie folgt berechnet:

Anzahl der Buckets∑
i=1

|Anzahl Elemente in Bucket i−Durchschnitt|.

Allerdings ist die optimierte Raumaufteilung besser verteilt, da es weniger
Ausreißer nach oben hin gibt. Es gibt also weniger Buckets die viele Elemente
enthalten. Die Raumaufteilung (c) in Abbildung 5.1 weist eine noch größere
Streuung zu den Rändern hin auf. Mit den Rändern einer Raumaufteilung
sind die Buckets mit minimal beziehungsweise maximal vielen Datenpunkten
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Abbildung 5.1: Verteilung der Daten auf die entstehenden Buckets für 100
Datenpunkte.

gemeint. Hier besitzt die Mehrheit der Buckets ein oder mehr als sieben Ele-
mente, während das Optimum bei vier liegt. Ähnlich verhält sich die Raumauf-
teilung, wenn über einer Menge von 200 beziehungsweise 300 Daten optimiert
wird. Diese sind in Abbildung 5.2 dargestellt.

Ergebnisse bei Verwendung der gesamten Datenmenge

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Raumaufteilung der gesamten Daten-
menge mit optimierten (Abbildung 5.4) und zufälligen Prototypen (Abbildung
5.5) betrachtet. Dazu werden die Prototypen, die zu den optimierten Raumauf-
teilungen in Abbildung 5.1 und die, die zu den optimierten Raumaufteilungen
auf 200 und 300 Daten führen (Abbildung 5.2), gewählt. Wird über einer im-
mer größer werdenden Teilmenge der Datenpunkte optimiert, ist zu erkennen,
dass die Schwankungen um das Optimum geringer werden. Weiterhin kommt
es drauf an, welche Elemente aus der gesamten Datenmenge gewählt werden,
um über diesen zu optimieren. In diesem Beispiel werden die ersten 100, 200
und 300 Elemente aus der gesamten Datenmenge gewählt.
Betrachtet man nun die Ergebnisse in Abbildung 5.5, die durch zufällig gewähl-
te Prototypen entstehen, so ist festzustellen, dass die durch zufällige Wahl der
Prototypen entstehenden Raumaufteilungen große Schwankungen aufweisen.
So können durchaus bessere Lösungen als die in Abbildung 5.4 dargestellten
Raumaufteilungen gefunden werden, jedoch entstehen auch schlechtere. Die
Schwankungen der Abweichung bei Verwendung von optimierten Prototypen
sind deutlich geringer, als die Schwankungen, die entstehen wenn zufällige Pro-
totypen für die Raumaufteilung verwendet werden.

In Abbildung 5.3 sind die Abweichungen vom Optimum graphisch dar-
gestellt. Es ist gut zu erkennen, dass die Abweichungen bei zufälliger Wahl
der Prototypen stark variieren kann. Weiterhin wird deutlich, dass die Ab-
weichungen geringer werden, wenn optimierte Prototypen gewählt werden, die
über einer größer werdenden Teilmenge der gesamten Daten optimiert wurden.
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Abbildung 5.2: oben: Verteilung der Daten auf die entstehenden Buckets für
200 Datenpunkte. unten: Verteilung der Daten auf die entstehenden Buckets
für 300 Datenpunkte.
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Abbildung 5.4: Verteilung der gesamten Datenmenge auf die entstehenden
Buckets bei Verwendung der optimierten Prototypen auf 100, 200 und 300
Datenpunkten.
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Abbildung 5.5: Verteilung der gesamten Daten auf die entstehenden Buckets
für zufällig gewählte Prototypen.
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5.4 Untersuchung der Laufzeit des Optimie-

rungsproblems in Abhängigkeit von der An-

zahl der Prototypen

In diesem Abschnitt wird untersucht wie sich die Laufzeit in Abhängigkeit der
Anzahl der Prototypen l und der Größe der verwendeten Datenmenge verhält.
Dazu werden unterschiedlich große Datenmengen betrachtet, auf denen opti-
miert wird.
Weiterhin wird die Anzahl der benötigten Simplexiterationen betrachtet, sowie
der Radius den das Optimierungsproblem liefert.

5.4.1 Setup und Durchführung

Betrachtet wird hierzu die Datenmenge D16 aus Abschnitt 5.1 mit 10.992 16-
dimensionalen Datenpunkten. Getestet wurde das Optimierungsproblem mit
Teilmengen des Datensatzes der Größe 50, 100, 150, 200 und 250. Hierzu wur-
den jeweils die ersten 50, 100, 150, 200 und 250 Daten aus der gesamten Daten-
menge entnommen. Der Parameter l nimmt für jede Datenmenge den Wert 2
bis 10 an. Für jede Größe der Datenmenge wird mit jedem l zwischen 2 und 10
die Laufzeit des Optimierungsproblems bestimmt. Die Zeit wird dabei in Pro-
zessorzeit gemessen [IBMC10]. Die Prozessorzeit bezeichnet die vom Prozessor
benötigte Zeit für die Ausführung eines Programms unabhängig von anderen
zu der Zeit ausgeführten Prozessen. Der verwendete Rechner hat folgende Da-
ten:

Prozessor: Intel(R) Core(TM) i5-2500 CPU@ 3.30GHz,

Installierter Arbeitsspeicher (RAM): 8,00 GB.

5.4.2 Ergebnisse

Im folgenden Abschnitt werden die Ergebnisse der oben genannten Experimen-
tenreihe dargestellt. Dazu sind in Tabelle 5.1 die Ergebnisse der Experimente
abgebildet. Es sei darauf hingewiesen, dass es sich in den folgenden Abbildun-
gen 5.6 und 5.7 um Approximationen handelt, da die Werte der Laufzeiten
jeweils nur für 50, 100, 150, 200 und 250 Datenpunkte berechnet wurden.
Bei der Betrachtung der Laufzeiten in Abbildung 5.6 fällt auf, dass im All-
gemeinen die Laufzeit bei steigender Anzahl der Datenpunkte annähernd ex-
ponentiell anwächst. Nur in wenigen Fällen sinkt die Laufzeit. Betrachte man
hierzu l = 4, so ist zu erkennen, dass für 200 Datenpunkte mehr Zeit zum
Lösen benötigt wird, als für 250 Datenpunkte.
Auffällig ist der große Sprung, wenn l = 9 gewählt ist. Für 200 Datenpunkte
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wird eine Laufzeit von knapp drei Stunden erreicht, während bei 250 Daten-
punkten die Laufzeit knapp einen Tag und 6 Stunden beträgt. Wohingegen
für die anderen Werte für l CPLEX für das Lösen des Optimierungsproblems
zwischen drei und 16 Stunden benötigt.
Betrachtet man hierzu weiter Abbildung 5.7, die Abbildung 5.6 im Bereich
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Abbildung 5.6: Vergleich der Laufzeiten bei variierender Anzahl der Prototy-
pen.

von 50 bis 100 Datenpunkten darstellt und vergleicht diese miteinander, so
ist festzustellen, dass von den Laufzeiten bei 100 Datenpunkten nicht auf den
weiteren Verlauf der Laufzeit geschlossen werden kann. Denn aus Abbildung
5.7 wäre abzuleiten, dass die Laufzeit bei l = 4 steil steigt. Wird hierzu in Ab-
bildung 5.6 die Kurve für l = 4 betrachtet, so liegt diese bei 250 Datenpunkten
sogar im unteren Bereich.
Dies liegt daran, dass es bei der Laufzeit von CPLEX auf die Anzahl der
benötigten Simplexiterationen ankommt und diese sich nicht vorher bestim-
men lassen. In Abbildung 5.8 sind die Simplexiterationen in Abhängigkeit zu
der Größe der Datenmenge bei gegebenem l dargestellt. Die Anzahl der Sim-
plexiterationen steigt ähnlich schnell an, wie die Laufzeit in Abbildung 5.6.

Weiterhin kann die Anzahl der Branch-and-Bound-Knoten untersucht wer-
den. Diese gibt an, wie viele Teilprobleme des Ausgangsproblems gelöst werden
müssen, bis eine Lösung für das Ausgangsproblem gefunden ist. Die Anzahl
der Branch-and-Bound-Knoten variiert stark bei verschieden gewähltem l, wie
gut in Tabelle 5.1 zu sehen ist. So variiert die Anzahl bei 50 Datenpunkten von
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0 bis 267 Branch-and-Bound-Knoten. Dieses hängt davon ab, wie komplex, das
zugrunde liegende Optimierungsproblem ist.
Wird der Radius, den CPLEX berechnet, betrachtet, so fällt auf, dass er bei
250 Datenpunkten größer als bei den kleineren Datenmengen ist, wenn je-
des einzelne l betrachtet wird. Dies liegt daran, dass in der Menge mit 250
Datenpunkten mit hoher Wahrscheinlichkeit Elemente mit größerem Abstand
zueinander enthalten sind, als in den kleineren Datenmengen.
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Abbildung 5.7: Vergleich des Anstieges der Laufzeiten zwischen 50 und 100
Datenpunkten.
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Abbildung 5.8: Vergleich der Simplexiterationen bei variierender Anzahl der
Prototypen.
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Abbildung 5.9: Vergleich der Simplexiterationen bei variierender Anzahl der
Prototypen herangezoomt.

l #Datenpunkte Laufzeit Radius #Knoten #Iterationen

2

50 5,24 sec 178,65 0 3.097
100 1min 58sec 179,27 23 51.727
150 16min 41sec 179,11 82 278.790
200 55min 20sec 181,48 99 471.497
250 3h 2min 50sec 186,9 63 915.830

3

50 5,49 sec 151,61 177 16.633
100 7 min 21 sec 158,35 417 241.225
150 13 min 23 sec 158,35 326 315.803
200 2h 9min 17sec 166,47 707 1.355.104
250 7h 17min 1sec 169,86 1.313 4.644.775

4

50 3,73 sec 147,77 5 4.594
100 6min 8sec 146,14 814 401.102
150 1h 3min 54sec 145,27 1.772 1.592.386
200 2h 59min 1sec 146,46 1.093 2.598.754
250 2h 54min 7sec 152,76 474 2.464.008

5

50 1min 46sec 133,41 14 5.440
100 7min 31sec 136,97 951 473.531
150 1h 35min 35sec 136,2 1.279 2.554.804
200 2h 19min 27sec 138,98 1.115 3.612.953
250 15h 35min 58sec 142,32 1.700 8.778.829

6

50 3,96 sec 132,09 47 6.255
100 8min 39sec 133,66 1.087 758.223
150 1h 11min 27sec 131,3 1.362 2.643.097
200 2h 56min 36sec 133,24 1.211 3.145.770
250 4h 3min 44sec 136,19 1.908 3.329.819
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l #Datenpunkte Laufzeit Radius #Knoten #Iterationen

7

50 11,86 sec 131,03 267 23.027
100 3min 19sec 131,16 638 135.906
150 30min 51sec 130,25 1.281 1.345.258
200 1h 46min 59sec 130,34 2.612 2.039.690
250 10h 58min 59sec 131,67 3.077 9.358.700

8

50 8,25 sec 117,724 33 5.951
100 1min 56sec 126,77 393 71.293
150 27min 32sec 127,83 1.749 203.0454
200 5h 5min 14sec 126,44 3.018 6.063.162
250 7h 30min 41sec 127,08 2.027 4.814.846

9

50 13,35 sec 113,89 194 13.531
100 2min 25sec 121,86 1.362 352.139
150 51min 20sec 120,67 1.417 906.684
200 2h 43min 5sec 123,831 3.482 2.088.901
250 1d 5h 51min 39sec 123,7 86.431 40.078.251

10

50 7,32 sec 113,75 0 2471
100 3min 37sec 114,95 859 188.328
150 16min 9sec 116,22 1.512 1.252.499
200 1h 21min 35sec 119,9 2.116 2.609.891
250 5h 10min 6sec 119,9 2.287 4.156.241

Tabelle 5.1: Ergebnisse des Optimierungsproblems für verschiedene Anzahlen
von Prototypen.

5.5 Optimierungsproblem vs. k-Medoid Algo-

rithmus

Die Idee, nach der l Prototypen so aus der Datenmenge gewählt werden, so-
dass alle anderen Datenpunkte der Menge in mindestens einer der Kugeln um
die l Prototypen enthalten sind, erinnert stark an die Clusteranalyse. Bei der
Clusteranalyse sollen die Datenpunkte in verschiedene Gruppen aufgeteilt wer-
den. In einer Gruppe sind die Punkte, die ähnlich zueinander sind, enthalten.
Ein Clustering-Algorithmus, der ein ähnliche Problemstellung, wie das Op-
timierungsproblem (Ansatz 3) behandelt, ist der k -Medoid Algorithmus. Ein
Medoid ist das Element einer Datenmenge, das dem Mittelpunkt dieser Menge
am nächsten liegt. In diesem Verfahren werden k disjunkte Gruppierungen C
(auch Cluster genannt) innerhalb der Datenmenge gesucht.
Dabei wird jeder Datenpunkt in das Cluster eingefügt, zu welchem zugehöri-
gen Medoid er bezüglich einer Distanzfunktion den geringsten Abstand hat.
Die Medoide entsprechen im oben genanntem Problemfall den Prototypen.
Werden die Problemstellungen beider Verfahren verglichen so sind die einzi-
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gen Unterschiede, dass in dem Optimierungsproblem nicht gefordert wird, dass
jeder Datenpunkt in nur einem Cluster enthalten sein darf und der Clustering-
Algorithmus fordert nicht, dass die Radien um die Medoide identisch sein
müssen.
In diesem Abschnitt soll das Optimierungsproblem mit dem k-Medoidclustering
verglichen werden.

5.5.1 Setup und Durchführung

Es wird, wie oben, die 16-dimensionale Datenmenge D16 mit 10.992 Daten-
punkten betrachtet. Zuerst wird die Raumaufteilung mit der permutationsba-
sierten Variante des Lokal Sensitiven Hashens mit den Medoiden der kleinen
Datenmenge mit 300 Elementen betrachtet. Die noch kleineren Datenmengen
mit 100 und 200 Elementen wurden hier nicht betrachtet, da sich in 5.2 gezeigt
hat, dass die Abweichung zum Optimum geringer werden, wenn die zu betrach-
tende Datenmenge größer werden. Danach wird der k-Medoid Algorithmus auf
die gesamte Datenmenge D16 angewandt. Untersucht wird dann die Raum-
aufteilung der gesamten Datenmenge anhand der ermittelten Medoiden. Ab-
schließend werden die Ergebnisse mit denen verglichen, die entstehen, wenn die
Medoide der 300-elementigen Menge auf die gesamte Datenmenge angewandt
werden. Um das k-Medoidclustering mit dem Optimierungsproblem verglichen
zu können, muss k = l gesetzt werden. Folglich wird l = 5, wie in Abschnitt
5.3, gewählt. Anschließend werden die Ergebnisse des k-Medoidansatzes mit
denen aus Abschnitt 5.3 verglichen.

5.5.2 Ergebnisse

Ergebnisse für die kleine Datenmenge mit 300 Elementen

Werden die Ergebnisse des Optimierungsproblems mit denen des k-Medoid-
clusterings verglichen, wenn über einer Menge mit 300 Datenpunkten gearbei-
tet wird, so ist festzustellen, dass der optimierte Ansatz im Allgemeinen eine
bessere Lösung liefert. Dieses liegt unter anderem daran, dass beim mehrmali-
gen Durchlauf des k-Medoid Algorithmus verschiedene Ergebnisse produziert
werden, je nachdem welche Initialmedoide verwendet wurden. Die Abweichun-
gen sind in den meisten Fällen schlechter als die der optimierten Prototypen.
In Abbildung 5.10 sind die Verteilungen der Daten auf die Buckets mit opti-
mierten Prototypen (a) und bei Anwendungen von Medoiden als Prototypen
(b) bis (e) zu sehen. Die Verteilung (e) in Abbildung 5.10 besitzt eine klei-
nere Abweichung als (a). Allerdings enthält sie mehrere Buckets, die maxi-
mal viele Elemente enthalten und somit weniger gut für die Anfragezeit der
Exact-Match-Anfrage ist. Die Verteilung, die auf dem k-Medoid beruhen, wei-
sen jedoch deutlich bessere Verteilungen auf, als die, die auf zufällig gewählten
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Prototypen basieren, siehe hierzu Abbildung 5.2 unten in Abschnitt 5.3. Die
Schwankungen der Abweichung des Medoidansatzes ist somit deutlich stabiler,
als die Schwankungen der Raumaufteilung mit zufällig gewählten Prototypen.

6

-

mit optimierten
Prototypen

mit k-Medoidclustering

1
2

3
7

9
20

1
2

3
7

9
20

1
2

3
7

9
20 # Elemente

5

10

15

20

#
B

u
ck

et
s

Durchschnitt: 5
(a)

Durchschnitt: 6
(b)

Durchschnitt: 6
(c)

6

-

mit k-Medoidclustering

1
2

3
7

9
20

1
2

3
7

9
20 # Elemente

5

10

15

20

#
B

u
ck

et
s

Durchschnitt: 6
(d)

Durchschnitt: 6
(e)

Abbildung 5.10: Verteilung der Datenpunkte auf die Buckets bei optimierten
Prototypen und bei Anwendung von Medoiden als Prototypen.

Ergebnisse für gesamte Datenmenge

In Abbildung 5.11 sind die Verteilung der Datenpunkte aus der gesamten Da-
tenmenge dargestellt, wenn Medoide aus dem k-Medoidclustering der gesamten
Datenmenge als Prototypen gewählt werden. Zum Vergleich hierzu ist in Ab-
bildung 5.12 die Verteilung der Daten auf die Buckets bei Anwendung der
optimierten Prototypen aus Abschnitt 5.3 dargestellt.
Beim Vergleich der Verteilungen der Datenpunkte auf die Buckets ist zu er-
kennen, dass die Verteilung (a) in Abbildung 5.11 gleichmäßiger verteilter ist,
als die Verteilungen (b) und (c). Betrachtet man allerdings die Verteilung
in Abbildung 5.12, die auf optimierten Prototypen basiert, so ist diese noch
gleichmäßiger verteilt. Diese hat auch die meisten Buckets, die wenig Elemente
beinhalten. Betrachtet man die Abweichung in Abbildung 5.14 so ist gut zu er-
kennen, dass die Abweichung der Ansätze mit Medoiden stabiler sind, als wenn
die Prototypen zufällig gewählt werden. Hierzu sei jedoch angemerkt, dass die
optimierten Prototypen aus der Optimierung auf der Datenmenge mit 300 Ele-
menten stammen und die Medoide aus dem k-Medoidclustering der gesamten
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Datenmenge. Daraus lässt sich ableiten, dass das Optimierungsproblem besse-
re Ergebnisse erzielt. Um die beiden Verfahren besser miteinander vergleichen
zu können, werden im Folgenden die Medoide aus dem k-Medoidclustering der
kleineren Teilmenge der gesamten Datenmenge mit 300 Elementen betrachtet.
Die so erhaltenden Medoide werden als Prototypen auf die gesamte Daten-
menge angewandt.
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Abbildung 5.11: Drei exemplarische Aufteilungen der Daten auf die Buckets
mit k-Medoidclustering auf die gesamte Datenmenge angewandt.
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Abbildung 5.12: Verteilung der Daten auf die Buckets mit optimierten Proto-
typen.
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Anwendung der Medoide der kleineren Datenmengen auf die gesam-
te Datenmenge
Werden die Medoide von der Datenmenge mit 300 Elementen als Prototypen
auf die gesamte Datenmenge angewandt, so ergibt sich eine ähnliche Verteilung
der Datenpunkte auf die Buckets, als wenn Medoide der gesamten Datenmen-
ge als Prototypen gewählt werden. In Abbildung 5.13 sind die Raumaufteilun-
gen dargestellt, wenn die Medoide der 300-elementigen Menge als Prototypen
auf die gesamte Datenmenge angewandt werden. Jedoch überschreiten diese
Raumaufteilungen die Abweichung von 12.896 aus der Raumaufteilung in Ab-
bildung 5.11 (b) nicht. Wird hierzu weiter Abbildung 5.14 betrachtet, so ist
festzustellen, dass die Verteilungen bezüglich der Abweichung sogar stabiler
sind, als wenn die Medoide der gesamten Datenmenge als Prototypen gewählt
werden.
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Abbildung 5.13: Verteilung der Daten auf die Buckets, wenn das k-
Medoidclustering auf die Menge mit 300 Datenpunkten aus Abschnitt 5.3 an-
gewandt wird.
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Abbildung 5.14: Vergleich der Abweichungen bei verschiedenen Ansätzen der
Prototypenwahl.

5.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden einige Experimente betrachtet, die helfen sollen die
Güte des Optimierungsproblems zu beurteilen. Ausgangspunkt jedes Experi-
ments ist eine 16-dimensionale Datenmnege mit 10.992 Datenpunkten. Es wur-
de gezeigt, dass die Verteilungen der Daten auf die Buckets mit optimierten
Prototypen stabiler ist, als mit zufällig gewählten Prototypen. Der Ansatz des
k-Medoidclusterings hat sich ebenfalls als besser im Vergleich zu den zufällig
gewählten Prototypen herausgestellt. Jedoch ist es nicht zwingend besser als
der Optimierungsansatz. Allerdings ist das k-Medoidclustering in seiner Lauf-
zeit deutlich schneller als das Optimierungsproblem.
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Kapitel 6

Fazit und Ausblick

6.1 Fazit

In der vorliegenden Arbeit wurde das Lokal Sensitive Hashen näher betrach-
tet. Insbesondere die permutationsbasierte Variante, bei der eine festgelegte
Anzahl an Prototypen gewählt wird, anhand derer der Raum aufgeteilt wird.
Dabei war die Aufgabe die Wahl der Prototypen für die Exact-Match-Anfrage
zu erleichtern. Dazu wurde ein Optimierungsproblem aufgestellt, welches die
Datenpunkte möglichst gleichmäßig auf die Buckets verteilt.
Es wurden drei Ansätze für Optimierungsprobleme betrachtet. Ein intuitives,
ein geometrisches Modell, welches über das Volumen der Buckets optimiert
und ein approximierendes Modell. Das approximierende Modell wurde in die-
ser Arbeit näher betrachtet und ausgewertet. Bei diesem Modell geht es darum
Kugeln in den Raum so zu setzten, dass die Mittelpunkte der Kugeln jeweils
Datenpunkte der Datenmenge sind und alle Datenpunkte mit diesen Kugeln
abgedeckt sind. Optimiert wird der Radius, der für alle Kugeln gleich sein soll.
Nachdem das Modell mathematisch beschrieben und erläutert wurde, wur-
de die Umsetzung in AMPL beschrieben. Im darauf folgenden Kapitel wurde
das Optimierungsproblem mit einer realen Datenmenge getestet. Wegen der
langen Laufzeit des Optimierungsproblems, welche schon bei kleinen Daten-
mengen deutlich wird, wurden kleine Teilmengen verschiedener Größen der
gesamten Datenmenge betrachtet. Die Prototypen, die sich aus der Optimie-
rung über diesen Teilproblemen ergaben, wurden anschließend auf die gesamte
Datenmenge angewandt. Hierbei ergab sich, dass die Verteilung der Daten auf
die Buckets, bei Anwendung der optimierten Prototypen, stabiler bezüglich
der Abweichung gegenüber der zufälligen Wahl von Prototypen ist.
Weiterhin wurde die Laufzeit untersucht, wenn die Anzahl der Prototypen zwi-
schen 2 und 10 variiert. Hierbei wurden Datenmengen der Größe 50, 100, 150,
200 und 250 betrachtet. Die Laufzeiten wachsen in der Regel bei steigender
Anzahl der Datenpunkte, außerdem wachsen sie bei verschiedener Anzahl von
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Prototypen unterschiedlich stark an.
Abschließend wurde das Optimierungsproblem mit dem k-Medoidclustering
verglichen, da dieses ein ähnliches Ziel verfolgt. Dazu wurde das k-Medoidclus-
tering auf eine kleine Teilmenge der gesamten Datenmenge mit 300 Elementen
und auf die gesamte Datenmenge angewandt. Hierbei ergab sich, das die Medoi-
de der kleineren Datenmenge bessere Abweichung liefern, als die der gesamten
Datenmenge. Jedoch war die aus dem k-Medoidclustering erhaltene Verteilung
der Daten auf die Buckets nicht besser, als die durch das Optimierungsproblem
erhaltene. Aufgrund der kürzen Laufzeit des k-Medoidclutering bietet dieser
allerdings eine gute Alternative.

6.2 Ausblick

Aus den Experimenten in Kapitel 5 ergeben sich einige weitere Fragestellun-
gen. Eine Frage, die weiter zu untersuchen ist, ist die Wahl der Teilmengen der
gesamten Datenmenge. Da es bei der Wahl der Teilmenge aus der gesamten
Datenmenge darauf ankommt wie gut diese die gesamte Menge repräsentie-
ren, bleibt zu untersuchen welche Elemente man aus der Menge auswählt.
Darüber hinaus bleibt zu analysieren, wie sich die Verteilung der Daten auf
die Buckets verhält, wenn noch größere Teilmengen zur Optimierung genutzt
werden. Auch die Auswirkung bei Verwendung einer anderen Distanzmetrik
im Optimierungsproblem bleibt zu untersuchen.
Ein weiterer wichtiger Punkt ist eine Verbesserung des Optimierungsproblems
vorzunehmen, damit dieses schneller gelöst werden kann. Aufgrund der hohen
Laufzeit ist das Problem schwer auf noch größere Datenmengen zu übertragen
als auf die in dieser Arbeit verwendete. Denn die hier benutzte Teilmenge mit
300 Elementen enthält gerade mal 2,7% der Daten aus der gesamten Daten-
menge mit 10.992 Datenpunkten. Würde für das Optimierungsproblem bei-
spielsweise 300 Elemente aus einer Datenmenge mit 400.000 Elementen ange-
wandt, so würden gerade mal 0,075% der Daten aus der gesamten Datenmenge
betrachtet werden. Aus diesem Grund wäre eine weitere Untersuchung des k-
Medoidclusterings interessant. Für sehr große Datenmengen erreicht zwar auch
dieser seine Grenzen, da er auf einer Distanzmatrix arbeitet, die für sehr große
Datenmengen riesig wird, jedoch ist dieser wesentlich schneller als das Opti-
mierungsproblem. Es könnten somit größere Teilmengen betrachtet werden.
Für die beiden anderen Modellierungsideen für ein Optimierungsproblem (An-
satz 1) und (Ansatz 2), wäre eine genauere Betrachtung, was im Raum passiert,
interessant. Um diese gegebenenfalls umsetzen zu können. Eine Verbesserung
der oberen Schranke bezüglich der Anzahl an entstehenden Buckets bei l zu
wählenden Prototypen.
Weiterhin wäre es gut noch andere Möglichkeiten zu finden, woran eine gute
Verteilung der Datenpunkte auf die Buckets zu erkennen ist. Da bei den Ver-
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teilungen der Datenpunkte auf die Buckets sowohl Buckets mit wenig als auch
welche mit vielen Elementen entstehen. Die Buckets mit wenigen Elementen
sind jedoch für die Praxisanwendung besser als solche mit besonders vielen
Elementen.
Ebenfalls interessant ist die Überlegung, das Optimierungsproblem für ande-
re Anfragetypen anzupassen oder gegebenenfalls neu zu formulieren, da für
die verschiedenen Anfragetypen unterschiedliche Raumaufteilungen geeignet
sind.
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